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Premiere partie

Fonctions, séries et intégrales



Chapitre 1

Suites et séries de fonctions

1.1 Rappels

1.1.1 Topologie métrique
1.1.1.1 Espaces métriques
Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application d : X x X — R™ telle que :

1. ¥x,y € X:d(x,y) = d(y, x) (symétrie);
2. ¥x,y,z € X:d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire) ;
3. Vx,yeX:(dlxy)=0 < x=y) (séparation.
Définition 1.2. On appelle espace métrique (X, d) un espace X muni d"une distance d sur X.

Définition 1.3. Soient (X, d) un espace métrique, (x ), oy et x € X La suite (x,,) converge vers x dans (X, d)
lorsque :

Ve >0:IN e Nt.q.vn > N:d(xn,x) < €. (1.1.1)
Cela se note :
Xn —3 5 x. (1.1.2)
n—-+o0o

Proposition 1.4. Soit (xn), ¢y une suite dans (X, d), un espace métrique. Soient x,y € X. Si :

d d
Xn —— X et Xn ——Y
n—+oo n—+oo

alors x = y.

Démonstration. Soit € > 0. Puisque x,, — x et x, — Y, on sait qu’il existe N1, N, € N tels que :

vYn > Njp:d(xe,x) < et vn > Ny :d(xn,y) <

N ™
N[ o

1. Egalement appelé principe d'identité des indiscernables.



Des lors, soit N := max{N1, N,}. On peut dire :

vn > N:d(xy) <dlx xn) + dxn,y) < % + % = (1.1.3)
On en déduit d(x,y) = 0 et donc x =y par séparation. O

1.1.1.2 Espaces vectoriels

Définition 1.5. Soit K, un sous-corps de C. On appelle norme sur le K-e.v. E toute applicationn : E — R*
telle que :

1. Vx €E: (n(x) =02 <= x=0);
2. Vx € E:VA e K:n(Ax) =AIn(x);
3. ¥x,y € E:n(x+y) < n(x) +nly).

Proposition 1.6. Soit (E, n) un K-espace vectoriel normé . L'application d suivante est une distance sur E (on
I'appelle la distance associée 4 la norme n) :

d:EXE—=R": (x,y) = n(y—x). (1.1.4)

Démonstration. EXERCICE. O

Remarque. Si (E,n) est un espace vectoriel normé , (xn), ¢y est une suite de E, et si x € E, alors on dit :

Xn ——> X (1.1.5)
n—+oo
lorsque :
Xnp —— X (1.1.6)
n—+oo

au sens de la distance associée a la norme n.
Exemple 1.1. R est un R-e.v. normé avec pour norme n : x — |x/.
Exemple 1.2. Soient d € N*, p € [1,+00). Pour x = (xi)1<i<a € C%, on définit :

1

P

d
n(x) =[xl =Y k"] . (1.1.7)
k=0

On a alors (C4,n) est un C-espace vectoriel normé . Egalement (C4,n) et (R4, n) sont des R-espaces vecto-
riels normés.
Définition 1.7. Soit x € C%. On définit la norme infinie de x dans C9 par :

x|l = 1rgniagxdlxi\ . (1.1.8)

Exemple 1.3. Soit d € N*. (C4,||-||..) est un C-espace vectoriel normé . Egalement, (R4,|-||_.) et (C4,|||l..)
sont des R-espaces vectoriels normés.

Démonstration. EXERCICE. O

Définition 1.8. Soit (xn), oy une suite. On dit que la suite (x,,) est presque nulle s’il existe N € N tel que
n>N:x, =0.



Exemple 1.4. Soient P € Clx] et (ay )y la suite presque nulle des coefficients de P. On pose :

Plloo = = : 1.1.9
P[] oo ilélé"ak' IES§(|GK| ( )

Alors||-||, est une norme sur C[x].

Démonstration. EXERCICE. O

1.1.1.3 Ouverts, fermés, compacts

Définition 1.9. Soit (X, d) un espace métrique. On appelle boule ouverte de centre x € X et de rayon r = 0
I'ensemble :
B(x, 7= {y € Xtq. d(x,y) S r}. (1.1.10)

On définit également la boule fermée de centre x et de rayon r ’ensemble :
B(x, 7] ={y € Xtq.d(x,y) <7} (1.1.11)

Définition 1.10. Soit (X, d) un espace métrique et soit O C X. On dit que O est une partie ouverte dans X
lorsque :
Vx € O:3r 2 0tq. B(x,r[C O. (1.1.12)

Remarque. Pour tout X, les ensembles () et X sont tous deux des ouverts de X.
Définition 1.11. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie F C X de X est dite fermée dans X lorsque X \ F
est ouvert.
Proposition 1.12. Dans un espace métrique (X, d), soit (O1);c; une famille d’ouverts de X indicés par un
ensemble 1 # 0. Alors (U;c; O1) est un ouvert de X. Si de plus 1 est fini, alors ((;c;) est un ouvert de X.

Exemple 1.5. Prenons X = Ret O; = (—1— 1,1+ 1). Alors ((;cn- Oi) = [1,1] qui n’est pas un ouvert de
X.
Démonstration. EXERCICE. O

Définition 1.13 (Compacts par Borel-Lebesgue). Soit (X, d) un espace métrique. Une partie K C X est
dite compacte si K # 0 et si, de tout recouvrement de K par des ouverts de X, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

C’est-a-dire lorsque :
1. K#0;
2. VI #0:V(04i);c; ouverts de X t.q. K C (Ui O4) : 3] € Ifini t.q. K C <Uj€] Oj).
Proposition 1.14 (Compacts par Bolzano-Weierstrass). Soit (X, d) un espace métrigue. Une partie K de X

est compacte si et seulement si :

1. K#0;

2. de toute suite de points de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Démonstration. Admis. O

Exemple 1.6. L'ensemble [0, 1] est un compact de R.



‘ Proposition 1.15. Soit (X, d), un espace métrique et K C X, une partie compacte. Alors K est fermé et borné. ‘

Démonstration. EXERCICE. (Absurde) O

parties fermées bornées non nulles.

Proposition 1.16. Soit (E,n) un K-e.v. normé de dimension finie. Alors les parties compactes de E sont les

Démonstration. Admis. O

1.1.1.4 Suites de Cauchy

Définition 1.17. Soit (X, d), un espace métrique. On dit que (xn,),, oy est de Cauchy dans X lorsque :
Ve >0:IN e Ntg. Vm,n = N:d(xn,xm) <e. (1.1.13)

Proposition 1.18. Si (xn ),y est convergente dans I'espace métrique (X, d), alors elle est de Cauchy.

Démonstration. Six est la limite de la suite (x,, ), on pose € > 0. Il existe N € N tel que :

vn > N:d(x,xn) < (1.1.14)

N o™

DoncVm,n > N : d(xm, Xn) < d(xm,x) +d(x, xn) < €. O

Définition 1.19. Un espace métrique (M, d) est dit complet quand toute suite de Cauchy de points de X
converge dans X.

Définition 1.20. Un espace vectoriel E est dit de Banach lorsque toute suite de Cauchy de vecteurs de E
converge dans E.

Remarque. On remarque que dans un espace métrique complet, une suite converge si et seulement si elle
est de Cauchy (ce qui est entre autres le cas de R).

De plus, les suites de Cauchy permettent, dans des espaces complets, de montrer que des suites convergent
sans connaitre leur limite.

Exemple 1.7. Les espaces métriques (R,|-|) et (C,|-|) sont des espaces de Banach. Et pour toutp € N*etq € N,
les espaces métriques (RY,[|-[|,,) et (C9,[|||,,) sont des espaces de Banach.

1.1.1.5 Continuité

Définition 1.21. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. Une application f : X — Y est dite conti-
nue en xy € X lorsque :

Ve >0:38 2 0t.q. Vx € X: (dx(x,x0) < &= dy(f(x), f(x0)) < ¢). (1.1.15)

On dit que f est continue sur A C X lorsque f est continue en tout a € A.

Proposition 1.22. Une fonction f : (X,d) — (Y, d) est continue sur X lorsque I'image réciproque par f de
(Y, d) est un ouvert de (X, d).

Démonstration. Admis. O




Proposition 1.23. Une fonction f : (X, d) — (Y, d) est continue en xg € X si et seulement si I'image par f de
toute suite de points de X convergente en xg est une suite convergente en f(xo).

Démonstration. Admis. O

Définition 1.24. Soit f: (X,d) — (Y, d). f est dite lipschitzienne de constante K > 0 lorsque
V(x,y) € X*: d(f(x), f(y)) < Kd(x,y). (1.1.16)

Proposition 1.25. Si f: (X, d) — (Y, d) est lipschitzienne, alors elle est continue sur X.

Démonstration. EXERCICE. O

Définition 1.26. Soit (ay), oy, une suite dans un espace métrique (X, d). On dit que (ay) est presque nulle
lorsqu’il existe N € N tel quevn > N:a, =0.
Exemple 1.8.
— Pour tout i € N, I'application ¢; : C[x] — (C P=3,° 0 axx® — a; est continue de (C[x],||-||,) dans
(C,-]). En effet, pouri € N, P = Zk:() axk, et Q = Zk:o brx®, ona:

lci(P) — ¢i(Q)| =lai — bil <|IP— Qll —maxlak—bk\ (1.1.17)

On en déduit que c; est lipschitzienne sur C[x] et donc continue sur C[x].
— Soitn € N. Posons :

=1
Xk e
Z X Clx]. (1.1.18)
k=0
On observe que (P ), ¢y est de Cauchy dans (C[x], |||, ) car :
IPr—=Pmlloo = {1 >_ %" = %I - (-119)
k=0 k=0 -
On a alors :
max{m,n} 1 . 1 1
[Pn—Pmlle = Z —!x = max = T (1.1.20)

. min{m,n}+I1<k<max{m,n} k' (min{m, Tl} + 1).
k=min{mn}+1 .

Montrons que (Pn), oy est de Cauchy. Supposons (par 1'absurde) que (P ), oy converge vers P €
[x],]||l)- Notons (ax) C C, la suite presque nulle des coefficients de P. Pour i € N, on a ci(P) = %
quand n > i. Or par la propriété de Lipschitz, on sait que c¢;i(Pn) ——— ci(P) = ai. Or (ay) est
n—-+oo
presque nulle et a; = 5. Il y a donc contradiction. Donc (Py,) ne converge pas dans (C[x],||-||,,). Dés
lors, (Clx,||-||,) n’est pas complet.



1.2 Convergence de suites de fonctions

1.2.1 Convergence simplef]

Définition 1.27. Soit X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit que la suite (fn (x))n e OU T
X = (Y, d) converge simplement sur X lorsque :
¥x € X (fn (x)),, oy converge dans (Y, d). (1.2.1)
Définition 1.28. Dans ce cas, la suite a pour limite simple la fonction :
f:X—=(Y,d):x— lim f,(x) (1.2.2)
n—-+oo
et est bien définie. Cela se note :
o~ f ou f SYSSUX g (1.2.3)
n?+oo n—-+oo

Exemple 1.9. Soient X = [0,1] et Y = R. On pose fn(x) = x™ pour toutn € N.
— Six € [0,1), alors la suite (fn (x)) est une suite géométrique de raison x avec|x| < 1 donc la suite
converge vers 0;
— six = Lalors fn(x) = 1 pour tout n € N. Donc la suite (fy, (x))

neN

converge simplement sur [0, 1]

neN
vers la fonction :
0 si 1
£:0,1] 5 R:x s stxs<® (1.2.4)
1 six=1
Remarque.
— On a « perdu » la continuité des fonctions f,, par passage a la limite ;
— ici, la convergence simple peut s’écrire ainsi, a 1’aide de quantificateurs :
Ve>0:Vx € X:IN e Nt.q.vn > N:d(fn(x), f(x)) < e. (1.2.5)

On remarque donc que N dépend de x (ordre des quantificateurs).

1.2.2 Convergence uniforme

Définition 1.29. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique, et f, : X — (Y, d). On dit que (fn)
converge uniformément sur X vers f : X — (Y, d) lorsque :

Ve >0:IN eNtg.vn > N:Vx e X:d(fn(x),f(x)) <e. (1.2.6)
Cela se note : v
£ SYHSUX, (1.2.7)
n—+oo

Remarque. La définition est trés proche de la convergence simple. La différence étant que pour une conver-
gence uniforme, il faut que N € N ne dépende pas de la valeur de x.

Proposition 1.30. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique, (fn (x))n oy Une suite de fonctions de X
dans (Y, d) et f: X — (Y, d). Si (fn,) converge uniformément sur X vers f, alors (f,) converge simplement sur
X vers f.

2. La convergence simple est la notion de convergence « minimale » que 1'on va exiger. Il existe des convergences encore plus
élémentaires (voir théorie de I'intégration de Lebesgue), mais qui se trouvent en dehors des objectifs du cours.



\ \
Démonstration. EXERCICE. O

Exemple 1.10. Prenons X = R =Y et pour tout n > 1, définissons fy, (x) = y/x2 + % Fixons x € R. On trouve
alors :
1
(fn (X))neN = ( X2 + n) — VX2 =|x|. (1.2.8)
neN
Donc: cvs
£, SYSSUrX ) (1.2.9)
n—-+oo

Théoréeme 1.31. Soient (X, d), (Y, d) deux espaces métriques. Soient £, : X = Y, a € X. On suppose :
CVU sur X
— 3ftg. £, 5 1,

—+o0
— VYn € N: f,, est continue en a.
Alors f est continue en a.

Démonstration. Soit € > 0. Par convergence uniforme des fy,, on sait :

IN € Ntq. Vn > N:Vx € X: d(fn(x), f(x)) < % (1.2.10)
De plus, la fonction fy est continue en a par hypothese. Dés lors, on sait qu’il existe o tel que :
Vx € X:d(x a) < 8 = d(fn(x),fula)) < % (1.2.11)

Ainsi, prenons x € X tel que d(x, a) < 8. On aalors:

d(f(x), f(a)) < d(f(x), fn (%)) + d(fn(x), fla)) < d(f(x), In(x)) + d(fn(x), fn(a)) + d(fn(a), fa) < 3% =&

Corollaire 1.32. Si fy, € C'(X,Y) et fn =" f, alors f € CO(X, ).
n (o]

Démonstration. Les fonctions f, sont continues en tout point et f, %iur)% par hypothese. Des lors, pour
n—-+0oo

tout point a € X, par le théoréme précédent, on peut dire f continue en a. Des lors f € C°(X,Y). O

1.2.3 L’espace B(X,E)

Définition 1.33. Soient X # () et (E,||-||¢) un espace vectoriel normé . On note :

B(X,E) := {f: X — E t.q. f est bornée sur X} . (1.2.13)

Pour f € B(X, E), on définit :
£l == sup||f(x)]|¢ - (1.2.14)
xeX



Proposition 1.34. (B(X,E),||-||,) est un espace vectoriel normé .

Démonstration. EXERCICE. O

Théoreme 1.35. (B(X,E),||||,,) est complet si et seulement si (E,|-||¢) est complet.

Démonstration. Supposons d’abord (B(X, E),||-||,) complet et montrons que (E,||-||¢) est complet.
Soit (xn)n une suite de Cauchy d’éléments de E. Soit (f,,) une suite de fonctions de B(X, E) telle que :

YneN:Vx e X:fr(x) =xn. (1.2.15)

Puisque (xn ) est de Cauchy, on sait que :
Ve >0:3IN e Nt.g.Vm,n > N:d(xm,xn) <e. (1.2.16)

Or, avec a € X fixé, on peut alors dire Ym,n > N : d(fi(a), fn(a)) < ¢, et ce peu importe le a choisi (car
les f,, sont constantes). On a donc (fy, ) une suite de Cauchy dans B(X, E) car d(fim(a), fn(a)) =|fm — fullw-
Or, par complétude de B(X, E), on sait qu’il existe f € B(X, E) telle que f,, — f. La fonction f est également
constante. Posons L la seule image de f. Soit ¢ > 0. On sait qu'il existe n € N tel que Yn > N :||f,, —f||, < €.

Or:
€ >|fn —fll, = suprn(x) — f(x)HE = an(a) — f(a)HE =|xn — L. (1.2.17)
xeX
Des lors, on sait que (x ) converge dans E.
Montrons maintenant que si (E,||-||¢ ) est complet, alors (B(X, E),|-||,) est complet également.
Soit (fn)n une suite de Cauchy de fonctions de (B(X, E),||||,)- Fixons ¢ > 0. Il existe alors N € N tel que :
Vm,n > N :|[fpm — frll <e. (1.2.18)

Soit x € X. On observe que :
vmn 2 N:||[fn(x) = fn(X) || <[Ifn—fmllo < e (12.19)

La suite (fn(x))n est donc une suite de Cauchy dans (E,||-||g). Par complétude de E, on sait qu'il existe
f(x) € E tel que fn(x) — f(x). Montrons maintenant que f € B(X, E).

La suite (fn)n est de Cauchy et donc bornée. Soit M Z 0 tel que Vn € N :||f,||,, < M. Passons a la limite
dans (B(X,E). On a alors :

vn e N:Vx € X:|[f(x)||p < M. (1.2.20)
Ainsi, f € B(X, E) par définition.

Soit alors € > 0. Pour tout m,n € N et pour tout x € X, ona:

[ () = fm () || g <lfn —fmllo < € (1.2.21)

Passons alors a la limite en m, ce qui donne :
100 = £ <Ilfn — fll < e. (1.2.22)

Des lors :

vn > N:|f, —f]l <e. (1.2.23)

O

o0



Remarque. Quand X # () et Y = E est un espace vectoriel normé , ona:

INeNtqV¥n>N:f, —feB(XE)

fn CYMsur X ey [H. (1.2.24)
n—-+oo fn —f —+) 0
n—-+oo

1.2.4 Convergence uniforme sur tout compact

Définition 1.36. Soit X, une partie non-vide d'un espace vectoriel normé de dimension finie (E,||-||¢). Soit
(Y, d) un espace métrique. Une suite f,, : X — Y converge uniformément vers f : X — Y sur tout compact

lorsque :

vV compact K C X: f, « CVUsurk gl (1.2.25)

n—-+oo K

Cela se note :

CVU sur tout cpct de X
fo P f

(1.2.26)

n—+oo

Remarque. ici, la notation f| désigne la restriction de la fonction f au sous-domaine K.
K

Proposition 1.37. Si la suite f,, converge uniformément sur tout compact de X et si toutes les fonctions fy, sont
continues en a € X, alors f est continue en a.

Démonstration. EXERCICE. O
Exemple 1.11. Prenons X =Y = R. On définit f,(x) = ) {_, 3. Onaalors f,, M) exp.
De plus :
n Xk
|[fn —exp|| = sup — —exp(x)| = +oo. (1.2.27)
Rlk=0 K

Donc fy, ne converge pas uniformément vers exp. Montrons maintenant que f,, converge uniformément
vers exp sur tout compact de R. Soit K C R un compact. On sait qu’il existe a,b € R,a < b tels que
K C [a, b]. Pour x € [a, b], par Lagrange, ona:

n xk xn+1
exp - = TL+1) BXP(Cx), (1.2.28)
k=0
avec ¢, € [a,b].
Ainsi :
i Xk _ a)n+1
exp(x) — ) —| < ————— sup exp(x) ——0. (1.2.29)
— k! M+D! cran n—+o0

D’out fn, [—+> f et donc la convergence uniforme sur tout compact de f,, vers f.
n—-+oo
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1.3 Suites de fonctions et opérations d’intégration et de dérivation

1.3.1 Passage a lalimite dans une intégrale de Riemann

Soit X un pavé de R4 (donc X = H{izl[ai,bi] avec a; < bivie{l,...,d}).
CVU sur X

Théoreme 1.38. Soit f, : X — R intégrables au sens de Riemann sur X. Supposons fy, I f. Alors :
n o0
— f est intégrable au sens de Riemann ;
— lasuite ([ fn(x)dx)  converge vers [ (x) dxﬂ
Démonstration. On note E(X,R) :={f: X — R t.q. f est élémentaire}.
Soit ¢ > 0. Par la convergence uniforme, on sait qu’il existe N € N tel que :
€
vn>N:|fn—1ll, < -—, 1.3.2
otX| = [TiL, (bs — ai).
Par intégrabilité de f, on sait qu'il existe @, € E(X, R) telles que :
P<iv<o et | w-w<s. (133)
X
On a alors :
PY—fn <<+ TN, (134)
ou encore : c c
——— < f< —_—. 1.3.5
En posant { =1 — ﬁ et =@+ ﬁ, onay, e € E(X,R). De plus:
— € € € €
P—10) = 4 (= — z—\x|+J — @) <2- =¢. 1.3.6
oo (“’ i (v 4|X|>> ax Mol < 2 (136
Des lors, on en déduit f intégrable au sens de Riemann.
Fixons € > 0. Par convergence uniforme de f,, vers f sur X, on sait que :
IN € Ntq.¥n > N:|[fn —fl| <|Xi‘ (1.3.7)
Et donc:
J fr(x) dx—J f(x) dx| = J (fn — f)(x)dx| < J [ — Fll dx| =XI[[fn — fl. <X S =6 (1.3.8)
X X X X X

Finalement, la suite ([ fn(x)dx) converge dans R vers [, f(x)dx. O

3. Cela veut dire que :

lim J fn(X)dX:J lim f,(x)dx. (1.3.1)

11



Remarque.

1. Il est possible d"avoir les résultats sans vérifier les hypotheses. Par exemple, X = [0,1] C R =Y, avec
fn(x) = x™. On sait que f, M 1ix—1} et que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1]. On

remarque alors :

1 1 1
lim J fo(x)dx = Lim L =0= J lx=p(x) dx = J Iim f.(x)dx; (1.3.9)
0

n—-+oo Jo n—+oon+1 o M=+

2. siles hypotheses ne sont pas vérifiées, la conclusion peut étre fausse. Par exemple, X = [0,1] CR =Y.
On définit(n > 1) :

2non x si 0 x < %
fa(x) =< 2000 —2notyx  si 2n <x < % , (1.3.10)
0 sinon
ol oy € Rf t.q.Vn € N*: jo x)dx =1, donc &y = 2n.

CVS sur X
-
n—-+oo

Finalement,on a :

On a alors f;, 0 = f. La fonction nulle 0(x) est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1].

1 1 1
J Iim f,(x)dx = J f(x)dx =0 et lim J fo(x)dx =1. (1.3.11)
0 n—+oo 0 n—+oo Jo
Dans ce cas précis, on ne peut pas passer a la limite.

1.3.2 Passage a la limite dans une dérivation ordinaire ou partielle

Théoreme 1.39. Soit ) # Q C RY, un ouvert. Soient f,, : Q — R, toutes de classe C* sur Q. Supposons :
¢ CVS sur tout cpct de QO
-/ In

7
n—+4oo

—Vvie[l,4d]: af“ —>C:iii:oﬂ g
Alors :

1. fe CYQ,R);

2. Vie[1,4d]: a— = limp 400 3 - dans Q)

CVU sur tout cpct de QO

3. fn

n—+oo

Démonstration. Soit x € Q. Par ouverture de (), on sait qu’il existe & = 0 tel que B(x, 5[C Q. On en déduit

que B(x, %} est incluse dans B(x, 6[. Or B(x, 2] est fermé et borné par defmltlon B(x } est donc un compact
de Q.

Soienti € [1,d] eth € [j:%] On a alors :

h
vn € N: f(x + he;) = fn(x) —i—J a—(x + se;) ds. (1.3.12)

0 aXi

4. Pour & ; 0, les notations [£5] et [y & 8] désignent respectivement les ensembles [—5,+6] et [y — 5,y + 8]

12



CVS sur tout cpet de Q . , oo
Or comme f,, O, fet pour tout i, % converge uniformément vers g; sur B(x, %}, il vient :
n—-+oo i
h
fo(x+hey) = fn(x) + J gi(x + sei) ds, (1.3.13)
0

otli{ey,...eq} estla base canonique de R4,

On en déduit alors que f admet une dérivée partielle par rapporta x; en x :

of

a—Xi(x) = gi(x). (1.3.14)
De plus, les f,, sont C!(Q, R), et donc les dérivées partielles %i“ sont C°(Q, R) pour tout i et par convergence

i

uniforme sur les compacts, g; € C°(Q,R) (Proposition .

On en déduit alors f € C1(Q,R) avec % = g; pour tout i dans [1, d]] (points 1 et 2 a montrer).

Il reste donc a montrer le point 3.

Soit K C Q, un compact. Par ouverture de Q, on sait que pour tout a € K,on a:

drq 2 0t.q. B(a, rq[C Q. (1.3.15)
Des lors, on sait que :
T‘a
Kc|JB (a,2 [ (1.3.16)
aeK

Par compacité, on sait qu’il existe un sous-recouvrement fini de K, c’est-a-dire p € N* et (ai)ic,p) € KP tel
que:

P
Kc|JB (ai, Tac [ (1.3.17)

Par convergence simple de f;, vers f, et puisque les a; sont en nombre fini, on peut alors exprimer :

Ve>0:3INeNtq. Vn>N:Vie[1,p]:|fala) —flai)] <e. (1.3.18)

Fixons donc ¢ > 0, soit N correspondant et soit x € K. Il existe k € [1,p] tel que x € B(ax, n% [ car les boules
ouvertes forment un recouvrement de K. On a alors :

1
fo(x) =folax) + J <an(ak +tx—ayx)), (x— ak)> dt, (1.3.19)

0

et: .
f(x) = f(ax) + J (Vflak + t(x — ax)), (x — ax) ) dt. (1.3.20)

0
Par différence, on a :

1
|fn(x) — f(x)] < |fn(ak) - f(ak)‘ + L ||an(ak +t(x —ay)) — VFf(ax + t(x — ak))H dt-||x —axl|. (1.3.21)

13



Par convergence uniforme sur (Ule B(ai, %}) de Vf, vers Vf, on sait que :

2¢
.q. >N: — VT ra _— 1.3.22
AN e Ntq.Vn > N:||Vf, —V IIOO,ULB(% 2] < max ra. (1.3.22)
ie1p]
Finalement, on a :
2
VxeK:Vn}N:an(x)ff(x)H S&Jr@-iegk. (1.3.23)
2 max Tgq.
ie[1,d]
Ainsi, pourn > N,ona:
Ifn — f||oo,K < 2e. (1.3.24)
O

Remarque. Ce théoréme est vrai en particulier pour d =1, et Q un segment de R.
Exemple 1.12 (Contre-exemples ne vérifiant pas les hypotheses donc ne pouvant faire passer la limite dans la dérivation).

fulx) = %HZX)/T‘ > 1,x € X=R.Onadoncf, LCVUsurR,

—+0o0

ne dépendant pas de x. Les f™ sont C*(R) et sont donc dérivables :

0 = fcar|fn(x) — f(x)] < £ — Oavec 1

dfn = ncos(nx), (1.3.25)
dx
et donc:
df,
—_ =n — +oo. (1.3.26)
dx x=0
On en déduit :
dfy d
CVU sur X

2. fu(x)=%,n>1,xeX=1[0,1.Ona f, ———2 0. Puisque les f, sont C*(X,R),ona:
n n—-+oo !

dfn _ o n—1
S =, (1.3.28)

qui n’est pas une dérivée. A nouveau, la suite des dérivées des f,, ne tend pas vers la dérivée de f.

Corollaire 1.40. Soient p € N*,Q C RY, un ouvert non-vide. Soit f,, : Q — R de classe CP(Q, R). Suppo-
s0ns :

9f
— Yqe[0,p—1]:V(iy,...,iq) € [1,d]%: n_ CVUawro

aXi1 e aXiq n—+o00
oP fn CVU sur Q
0x4, ...6xip n—+00

i1l s

— V(iy,...1p) €1, djv :
Alors :
1. f=gg € CP(Q,R);

i

04f
(3 : q. —
2.Vqe[L,p]:V(i,...,iq) € [1,d]": oxe, .. o, 9i,

d9f, CVU sur tout cpct de QO

- - ig,eiq e
0xiy...0Xiq n— 400 9u a

3.¥qe0,p—1]:V(iy,...,iq) € [1,d]":

Démonstration. EXERCICE. (Récurrence sur p par le résultat précédent) O

14



1.4 Séries de fonctions

1.4.1 Retranscription des résultats sur les suites

Définition 1.41. Soit u, : X — Y ot X # () et Y est un espace vectoriel normé . On appelle somme partielle
d’ordre n de la série de terme général u,, la fonction suivante :

SniX = Yix Y w(x). (1.4.1)
k=0

On dit que la série de terme général u,, converge simplement sur X lorsque S, converge simplement sur X.
De méme pour la convergence uniforme sur X et la convergence uniforme sur tout compact de X.

Théoréme 1.42. Soient (X, d) un espace métrique et Y un espace vectoriel normé . Soit un, : X — Y. Si
vn € N:uy, est continue en a € X et si la série de terme général w,, converge uniformément sur X, alors :

S:= lim S, estcontinueen a. (1.4.2)
n—+oo

Démonstration. EXERCICE. O

CVU sur X

—+00

Théoréme 1.43. Soit X # 0, un pavé de RY et soit un : X = Y tq. 3 oun

au sens de Riemann pour tout n. Alors :

S avec u,, intégrable

1. S est intégrable au sens de Riemann sur X;

2. la suite [ Sn(x) dx converge vers [ S(x) dx.

Démonstration. EXERCICE. O

Théoréme 1.44. Soit Q C R, un ouvert non-nul et soit w, : QO — R de classe C?(Q,R) avec p € N*,
Supposons :

CVSsur Q
— Zn}O Un

—+o0

d
ol
— cheth.q. lo] ::Zoquzz u, SYSsurQ S« s

o xg ~ M
= = ox;'...0xg n—+oo

— lorsque|o| = p, la convergence ci-dessus est uniforme sur les compacts de ).
Alors :

1. Se CP(Q,R);

S;

2. Yoo € N4 _ S _
P e COx{L L Oxge _;ax;’“...axg‘d”“’

3. Il'y a convergence uniforme sur les compacts de Q des séries de dérivées partielles d’ordre 0 a p — 1.
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1.4.2 Convergence normale

Définition 1.45. Soient X # () et Y un espace vectoriel normé . On dit que la série de terme général u,, : X —
Y converge normalement sur X lorsque :

D Rl x < +oo. (1.4.3)

n=0

Définition 1.46. On dit que la série de terme général u,, : X — Y vérifie le critére de Weierstrass lorsqu’il
existe (My),, oy telle que :
— VneN:V¥xe X:Hun(X)HE <My ;

— Z M, < +o0.
n>0
Remarque. ) - ,un converge normalement sur X si et seulement si elle vérifie le critere de Weierstrass.
Proposition 1.47. Si (E,H'||E). est un espace vectoriel normé complet , et si }_ |, un converge normalement
sur X alors }_, - converge uniformément sur X.

Démonstration. Ecrivons S, = 3 1w € B(X, E). Par convergence normale, la suite o, = 2 sollulloo x
converge. De plus, (0y,) est de Cauchy dans R*. Donc :

Ve >0:3IN e Ntg.Vn,m > N:loy, —om| < e. (14.4)
Ainsi :
max(m,mn) max(m,mn)
IS0 = Smlleox = D wl < Y ke (1.4.5)
k=min(m,n)+1 00,X k=min(m,n)+1
<|on — o] < & (1.4.6)

Donc (Sy,)n est de Cauchy dans (B(X, E), |- ||oo,X)‘ Cet espace est complet car (E,||-||¢) 'est (Théoreme|1.35).

Et donc, (Sn)n converge uniformément sur X. O

Remarque. On peut écrire :
CVN = CVU= CV§, (1.4.7)

complet
mais les réciproques sont habituellement fausses.
Corollaire 1.48. Si f, : X = Y (avec Y un espace vectoriel normé complet ) est t.q. :

{ VneN:IMy 2 044 [fnt — fullox < Mn 148)

Zm>0 M < 400,

alors (fy,),, ¢ converge uniformément sur X.

Démonstration. La série de terme général u,, = fn1 — fn converge normalement sur X car elle vérifie le
critere de Weierstrass sur X. Par complétude de Y, la série ) u,, converge uniformément sur X.

Pour n € N, on calcule :

n
Sn = Z U = fn+1 — fo. (149)
k=0
Donc la suite (fy,),, .y converge uniformément sur X. O
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1.4.3 Transformation d’Abel

Théoréme 1.49. Soient Y un espace vectoriel normé complet , (gn),cy € YN et

sons :

n
MZ0tgvneN:|Y gl <M

k=0
Y

fn —— 0en décroissant.
n—-+oo

Alors fr,.gn est le terme général d'une série convergente.

Démonstration. On pose :

Kk
VkeN*:Gk:ng

(

fn)ney € (RN

m=0
Calculons, pourn,p € N*:
n+p n+p
Snip—Sn= ) figk= ) filGk—Gr)
k=n+1 k=n+1
n+p n+p n+p n+p—1
= ) fGk— ) AGi= ) AG— Z frr1Gx
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1
n+p—1
= Z Gk(fkffk—b—l) +fn+pGn+p — fni1Gn.
n+1

Ainsi :

n+p

||Sn+p - Sn”y <M Z (fk - fk+1) + an+p +Mfn = M(fn—H - fn+p) + M”n—o—p + fn+1)

k=n-+1
=2Mfni1 —— 0,
n—+oo

. Suppo-

(1.4.10)

(1.4.11)

(1.4.12)

(1.4.13)

(1.4.14)

(1.4.15)

(1.4.16)

(1.4.17)

et la convergence ne dépend pas de p. On a alors que la suite (S,,),, o est de Cauchy, et par complétude de

Y, Sy converge, ce qui implique que la série de terme général f,, g, converge.

Théoreme 1.50. Soient Y un espace vectoriel normé complet et X # (). Soient :

gn: X—Y,
fo: X >R,
Supposons :
— qu'il existe M Z 0 tel quevn € N: || X3 gl x < M

CVU sur X
— que f —> 0 en décroissant.

Alors fr,gn est le terme général d'une série qui converge uniformément sur X.
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Démonstration. Par la preuve précédente, on a:
[Snap — Snlly < 2Mfri1(x) < 2M|fnialoo x - (1.4.20)

On déduit donc :
[Sntp = Snllox <2M[Ifnitlloox - (1.4.21)

On sait donc que (Sy ), ¢y est de Cauchy dans B(X, Y). Par complétude de Y, la série de terme général f,,gn
converge uniformément sur X.

2 CVU sur X . . . .
On remarque en effet que les Sy, sont bornés car f,, ———— 0, ce qui implique ||f,, |, x bornée, au moins
n—+oo ,

a partir d’un certain n € N. De plus,

D Ok H < M assure que gy est uniformément bornée. O

1.4.4 Exemple d'une fonction continue sur R nulle part dérivable

Considérons la fonction ¢ : R — R : x — [x| sur [-1, 1] et 2-périodique. La fonction ¢ est continue sur R.
Posons :

k
VkeN:u :R = R:x— (Z) @ (45x). (1.4.22)

K
On sait que Vk € N :|jux||,, = (%) € [0,1]. Ainsi, la série de terme général uy converge normalement sur
R par le critere de Weierstrass. Par le Théoreme la fonction :

fFIR=Rix— ) we(x) (1.4.23)
k>0

est continue sur R.
Montrons maintenant la fonction f n’est jamais dérivable.

Construisons «,, et 3 tels que:

neN:a, <x<Pn,

n—oan =0, (1.4.24)
vn e N | Hep)=tlen) > 13n,

Soit n € N*. Choisissez p € Z tel que p = [4™x] (et donc p < 4™x < p + 1). Posons an = 2 et pr, = 2H.
Onaalors:

3\" 3\" 3\"
f(BnJ—f(ocn)=Z<cp(4krsn) (3) ot (3) >=Z<4) (0@ Bn) — 0e%))  (1425)

k>0 k>0

On observe que :
— sik S n, alors 4%B,, =4 " (p+1) et 4%, = 4% p. Puisque ¢ est lipschitzienne de constante 1, on
a:
P(4*Bn) — p(4*an) <4* Mp+1-—p) =4, (1.4.26)

— sik =mn, alors|@(4*Bn) — @(4*x,)| =1;
— sik 2 n,alors 4%, =4 "p € 4Z C 2Z donc (4", ) = 0. De méme, on a ¢ (4f3,,) = 0.
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Ainsi :

n

() — Flotm) = Z() (0140~ o)) + (3) (0147Ba) -~ 08 oal). (1427

Or, par inégalité triangulaire inversée, on a :

3\" (3" 1/3\"
(B~ 1) = (3) fot ) —otatan)| - ¥ (3) #25(3) - s
k=0
Et puisque fr, —an =477, il vient :
‘f(f’“)_f(“ﬂ) > 1311, (1.4.29)
Bn — &n 2
ce qui contredit la dérivabilité en x.
1.5 Séries de puissances
1.5.1 Théorie du rayon
On se donne (Y, ||-||), un C-ev complet.
Définition 1.51. On appelle série de puissance toute série de fonctions :
un :C—=Y, (1.5.1)

dont le terme général est sous la forme un (z) = an(z —2zp)™, avec zg € C fixéet (an) C Y.
Remarque. Y = Matnxn(C).
Définition 1.52. Définissons R+ := R U {+oo}.

-1
1
Théoréme 1.53. Soit R = (lim sup,,_, llanlly | - Quelquesoitze C:

— silz—zo| S R, alors Zn>0 Un (2) converge absolument ;
— silz—zol 2 R, alors } | ~oun(z) diverge grossierement (le terme général ne tend pas vers 0 pour
n — o0 en norme dans Y).

Démonstration. Soit z € C tel quelz — zo| < R. Alors il existe R’ = 0t.q. [z—z)| < R’ < Ret:

1 1 1
—t =< —. 1.5.2
R+R'<|Z—Z0| (1.5.2)

1
Puisque R =limsup, _,, llan|y,ilexiste N € Ntq. :

1 1 1 1
vn > N:lan|y <limsupllan]y =5 < ;. (1.5.3)
n—-+oo R R
Des lors :||an ||y < ﬁ, ou encorelz — zo|"[|an ||y < ‘Z(R# On adonc:
n lz— 2ol \"
||(Z*Z()) anHY < R . (1.5.4)
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< 1, on sait que la série de terme général =zl converge et donc de terme général

|z—2zo| 2
R/

"R
|| (z—2z9)™an HY converge aussi.

Et comme ‘

Soit maintenant z € C t.q. |z — zg| > R. Il existe R’ > 0 tel que|z — zg| > R’ > Retlz — zo\_l < (R 1T4+RL
Soit ¢ : N — N strictement croissante telle que :

1 o)
¥neN: o < Ha“"“) . (1.5.5)
On en déduit :
(n) @(n) |Z7 ZO‘ @)
Ha(p(n)(Z—zo)‘P HY =z — zg| Haq,(n)HY = ( R/ ) m) ~+o00. (1.5.6)
Deslors, 3 | -0 an(z—2)" diverge grossierement. O

Théoréme 1.54. Soit an(z —zo)™, le terme général d'une série de puissance. Alors :
— lorsque 0 < R < 400,Vr € (0,R) : la série de fonctions de terme général : z — an(z — zo)™ converge
normalement sur B(zo, 1] ;
— lorsque R = +o0, la série de fonctions de terme général z — an(z — zo)™ converge normalement sur
B(zo, 7] pour tout .

Démonstration. Si0 < r < R < 400, observons que|zg + 1 — zo| < R. Ainsi, avec le Théoreme la série de
terme général a.,(zo + 1) converge absolument. Or :

lan(zo +7)lly =llanllvlzo +7—zol™ =lally 7™ (157)
Donc la série de terme général||a, ||y ™ converge. Observons que :
vn € N:Vz € B(zo, 1 :|[un(2)||y =llanllylz —zol™ <llan|ly ™ (1.5.8)

Ainsi [[un || B (2, r) <llanlly T Or[lan|[y T est le terme général d’une série qui converge. Par le critere de
Weierstrass, la série de terme général u,, converge normalement B(z, 1].

Si maintenant R = 400, on prend r € R, |zg+1—2)| = r < R = +00. Avec le Théoreme ona:
que Y o Un(zo + 1) converge absolument. Or ||un (zo + 7)||y = [lan|lg ™. Donc la série de terme général
|lan|y ™ converge. Puisque 1’on a toujours :

I lloo B (2o <llanllyt™, (1.5.9)
onadonc } | -, un converge normalement sur B(zo, 1] par le critere de Weierstrass. O

Corollaire 1.55. Soit an(z — zy)™ une série de puissance dans Y complet et R le rayon associé. Lorsque R 2 0,
la série converge normalement sur tout compact de B(0, r[.

Démonstration. Si0 < R < +o0, soit K C B(zp, R[ un compact. Il existe v € (0,R) tel que K C B(zg, 1] C
B(zo, R[. La convergence normale sur B(z, r] implique la convergence normale sur K.

Si R = 400, on a B(zg,R[= C Soit K, un compact de C. Il existe r > 0 tel que K C B(z, 1], et donc la
convergence normale sur B(zo, r] implique la convergence normale sur K. O
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Corollaire 1.56. Lorsque R > 0, la fonction S(z) = Z,@O ax(z—zo)¥

est une fonction continue sur B(zo, R[.

Démonstration. Les fonctions u,, : B(zg, R[— Y : z — an(z—2z¢)™ sont continues sur I’ouvert B(zy, R[C C, etil
y a convergence normale (et donc uniforme) de } | -, un sur les compacts de B(zo, R[. Par le Théoréme

on sait que S € C°(B(zo, R[,Y).

1.5.2 Etude sur le cercle de convergence

Définition 1.57. On définit le cercle centré en zy € C et de rayon R > 0 par:

C(zo,Rl ={z € Ct.q.|lz—z9| =R}

O

(1.5.10)

Théoréme 1.58. Lorsque 0 < R < +o0, s'il existe z € €(zo, R] tel que 3~ an(z — zo)™ converge absolu-

ment,alors la série de fonctions : Un(z) = an(z — zo)"™ converge normalement sur B(zo, R].

Démonstration. Soit z € C(zg, R] tel que Zn>0 an(z —zo)™ converge absolument. On a :
|an(z —20)" ||y =lz — 2ol [lanlly = R™[lan]ly -

Puisque Vz € B(zp,R] : ¥/n € N : Hun(z)HY =lz — zol||an|ly < R™||an]ly, il vient que :

n

V12> 0 [un o 2ok < R lan]ly -

Etdonc ), -, un converge normalement sur B(zo, R] par le critere de Weierstrass.

1

-z,donc:

Exemple 1.13. Y=C,} |+, Z;.Onaalors a, =

-

lan] —nw = exp (_2lnn) — 1,

d’ot1 R =1, etil y a convergence en z = 1, donc il y a convergence absolue de la série :

exp(in0)
> — 5 WOER,

n>1

et la convergencede } , -, Z; est normale sur B(0, 1.

(1.5.11)

(1.5.12)

O

(1.5.13)

(1.5.14)

Théoréme 1.59 (Théoréme d’Abel). SiR € (0, +o0) et 3z € C(zo, Rl £.9. 3,5 an(z—20)™ converge, alors
la série de fonctions de terme général z — an(z — zo)™ converge uniformément sur le segment reliant zg i z.

Démonstration. Prenons zg =0 etz € IR{O+ . Prenons x € [0,z],n,p € N*. Ecrivons :

n+p n+p k
Z k Z k(X
axX = axz — .
z
k=n k=0
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Notons alors Sy = > -, axz¥, pour tout m. On obtient alors :

n+p n+p X k n+p X k n+p x k
Z ax® = (Sk — Sk—1) (z> = Z (S —Sn-1) <z) — Z (Sk—1—Sn-1) <z) (1.5.16)
k=n k=n k=n k=n
n+p x\ ¥ n+p—1 x| Kt
=3 5e=5n) (2) = X (se-5an) (%) (15.17)
k=n k=n-—1
n n+p-1 k k41 n+p
— —(Sn_1—Sn_1) (’Z‘) + k; (Sk —Sn_1) ((’;) - <’Z‘) ) + (Snp — Snot) (’Z‘) .

(1.5.18)

Puisque la série de terme général z — aylz — zolk converge, la suite (S )n est de Cauchy dans Y. Soit € > 0.
On sait qu'il existe N € N t.q. :
Vk,n > N :||Sk — Sn-illy < & (1.5.19)

Soitunn > N, etp € N*. Prenons x € [0,z]. On a:

n+p n+p-—1 X k+1 X k x n+p
Z x|l < Z (Sk —Sn—1) <(> — () ) +{|(Snsp — Sn1 <> (1.5.20)
k=n Y k=n z z v z

Mi 1||Sk_ Sl (( ) - (DM) +[Snrp — Snal| <’;>n+p (1.5.21)

n+p—1 x k+1 n+‘p
<e ) <(Z ) (1.5.22)

k=n
n n+p n+p
<e <<X> - ( ) ) te <X> (1.5.23)
z z
X n
<e () , (15.24)
z
Par la suite, on peut dire que pourn > N,p € N*:
n-+p
D ak <e. (1.5.25)
k=n
0,[0,z]

On en déduit que la série de terme général x — arxk estde Cauchy dans B([0, z], Y), et donc, par complétude
de Y, convergente. O

Remarque. Soient (an), (bn) C C. On appelle la série de Cauchy de (a,) et (by) la série de terme général :
Cn= ) axbn . (1.5.26)

Théoréme 1.60 (Théoreme de Cauchy, version CDI 1). Si } ,~qan et } | - bn convergent absolument,
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alors 3~ cn converge absolument, et on a :

doan | (D ba| =D cn (15.27)

n>0 n=0 n=0

Théoréme 1.61 (Théoréme de Cauchy, version CDI2). Si 3 ~;an, 3 ,50bn, et 3 5 cn convergent,
alors :

D oan| D bu] =D cn (15.28)

n=0 n=0 n=0

Démonstration. Par hypothése de convergence des séries, on a:

Ra=R|D anz" |, Rp:=R[D bnz" | ,Re:=R[ > cuz"|>1 (1.5.29)
n2=0 n>0 n=0
Posons :

A0, 5 Rix— Y anx™, (1.5.30)

n>0
B:[0,1] »R:x— Y bux", (1.5.31)

n>0
C:[0,1] > R:x Z cnx™. (1.5.32)

n>0

Siles R. sont > 1, alors [0, 1] est un compact de B(0, R[ et donc la somme de la série de terme général -,,z™ est
C%sur [0,1], et si R = 1, alors la série de puissance converge en 1 € €(0, 1] et donc la série de terme général
-nz™ converge uniformément sur [0, 1].

Puisque z — anz™ (pareil pour by, c) est CO sur [0, 1], il vient que A,B,C € CcY%[o,1],C).

Pour x € [0,1), les séries }_, - -n convergent absolument. De plus :

mn n
Z XX by xR = X" Z agbn_x =x"cn. (1.5.33)
k=0 n=0
Par le Théoreme(1.60} on a :
Vx € [0,1): A(x)B(x) = C(x). (1.5.34)

De méme, en passant a la limite (continuité) x — 1, il vient :

Y oan | [ D ba | =AMBL)=C1)=) cn. (1.5.35)

n=0 n2=0 n=0

O
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1.5.3 Fonctions réelles analytiques
On considere la série de puissances un (x) = an(x —xp)™, avec x,xp € R et x fixé.
Définition 1.62. On appelle série dérivée formelle de u,, la série de terme général :

ul (%) = nan(x —x)" 7, n>1 (1.5.36)

Remarque. La série dérivée formelle est toujours une série de puissances.
Proposition 1.63. Soient :

Ri=R{D> anlx—x)" |, (1.5.37)
n>0

Ry:=R [ D> man(x—x)""]|. (1.5.38)
n>1

Alors R1 = Rz.

Démonstration. On observe aisément que :

1
R;! = limsupllan ||y, (1.5.39)
n—-+oo

etdonc: X . :

1 1 1 1
Ry ! =limsup|na, ||y =limsupnw|la,|y = limsup|lan||y =R}, (1.5.40)

n—-+oo n—+oo n—-+oo
carnw — 1. O
n—+oo

Proposition 1.64. Soit xg € R. Supposons R 2 0, et notons :

f:(xo—R,x0+R)—=Y:x— Zan(x—xo)n. (1.5.41)

n>0
Alors la fonction f est continue sur (xo = R), etona:

VpeEN:Vxe (xR :fPI(x) =) (nn—1)(n—2)...(n—p+1)) an(x —x¢)" 7 (1.5.42)

-y %an(x )P (1.5.43)

Démonstration. On observe que le terme général u,, (x) = an(x —xg)™ est de classe C* sur (xo £ R). La série
u, (x) = nan (x —xp)™ ! converge normalement sur les compacts de (xo & R) par 1’égalité des rayons. Donc

feC((xo£R))etf'(x) =3 51 nan(x—x0) "

Par récurrence, on obtient le résultat désiré. O
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Corollaire 1.65. Si f est une somme d’une série de puissances }_, -, an(x—xo)™ de rayon R = 0 sur (xo £R),
alors :
() (x0)

YneN:a, =
n!

(1.5.44)

Démonstration. Si f est somme de la série de puissance de terme général a,,(x — x¢)™, alors f € C* sur
(xo £ R). Par la Proposition on trouve :

| |
Vp e N: fP)(xg) = Z (n%'p)'an(xo —xo)" P = %ap(xo —x0)P" P +0=pla,1 =pla,, (1.5.45)

n>p

f(P)(XO). O

etdonc ap = —

Remarque. Les notations suivantes sont dues & Landau :

Up ~Vn <= Ve>0:3IN e Ntqg.Vn = N :ju, —val < ey (1.5.46)
Un =0(Vn) <= Ve >0:IN e Nt.q.Vn = N:|uy| < glvy] (1.5.47)
Un =0(vy) <= INeNtqYM 20:Yn > N:u, < Mlvy| (1.5.48)

Définition 1.66. Soit U C R, un ouvert. Une fonction f : U — R est dite réelle analytique lorsque :

Vxp e U:3e>0,(an) CRtq. (xo£e) CUet Z ax(x —xo)* converge simplement sur (xo £ ¢). (1.5.49)
k=0

Définition 1.67 (Définition équivalente). f: U C U — R est dite réelle analytique lorsque f est somme de sa
série de Taylor sur un voisinage de chaque point de UL
Définition 1.68. Pour () # U C R, on pose A(U) :={f : U — R t.q. f est réelle analytique sur U}.

Proposition 1.69. Soit () # U C R. Alors A(U) & C=(U, R).

Démonstration. Montrons d’abord l'inclusion. Soit xg € U et soit ¢ > 0 tel que:

f(x) = Z f(kL(!XO) (x —x0)* sur (xo %+ ¢€). (1.5.50)

On a donc f € C™ ((xo £ ¢),R).

(xp%e)

Pour montrer 1'inclusion stricte, soit :

x 1) si
f:R%R:XH{eXp( x7) six>0 (1.5.51)
0 sinon

On sait que f € C®(R,R), et Vk € N : f(x)(0) = 0. Donc f n’est somme de sa série de Taylor sur aucun
voisinage de 0. On a donc f ¢ A(R). O

Remarque. f € A(R) peut avoir, en certains points, un rayon fini. Par exemple f(x) = 1+17 Pourl|x| < 1, on
a:

S SR PR
f(x) = T~y _kZ>()( 1)kx%k, (1.5.52)

et R (Zk>o(—1)kx2k) = (limsupﬁHHO((—1)”‘)?)71 =1

25



Chapitre 2

Intégration

2.1 Intégrales absolument convergentes

2.1.1 Rappels concernant I'intégrale de Riemann

Définition 2.1. On se place sur un segment [a, b] C R. On note :
&([a,b],R) == {¢: [a,b] = R t.q. ¢ est en escaliers sur[a, b} . (2.1.1)

Remarque. [ est bien définie sur &([a, b], R).
Définition 2.2. La fonction f : [a,b] — R est R-int (Riemann intégrable, ou encore intégrable au sens de Rie-
mann) lorsque :

Ve > 03¢, € &([a,b],R) tq. (2.1.2)
i) e<f<b (2.1.3)
(i) J(xp —g)<e (2.1.4)

Proposition 2.3. De maniére équivalente, f : [a, b] — R est R-int sur [a, b] lorsque :

Jf = inf J“Lb = sup J(p = Jf. (2.1.5)
f<bee(lablr) >pee(la,blR) L

Définition 2.4. On note dans ce cas :

f(x)dx = 7f(x) dx = | f(x)dx. (2.1.6)
[ wan= =]

a a a

Proposition 2.5. Si f: [a, b] — R est R-int sur [a, b, alors f est bornée sur [a, b].
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Proposition 2.6. Soient f, g R-int, et A, u € R. Alors les fonctions suivantes sont R-int :

x = (Af 4+ ug) (x) (2.1.7)
x +— min(f, g)(x) (2.1.8)
x — max(f, g)(x) (2.1.9)
x =[] (x) (2.1.10)
Etona:
(1)
b b
J f(x)dx| < J |f(x)| dx; (2.1.11)
(it)
b b b
J (Af + pg) (x)dx = ?\J f(x)dx + uJ g(x)dx. (2.1.12)
Démonstration. montrons que min(f, g) est R-int sur [a, b].
Fixons ¢ > 0. Soient @y, 9q, P, g € E(a, b, R) tels que :
b
or <F <, | o < (2.1.13)
oy
95 <9< g, | by =g <. (2.1.14)
Prenons x € [a, b], et remarquons que :
min(@¢, @g) < f min(@y, @q) < g, (2.1.15)

et donc min(@y, @4) < min(f, g).

Posons 8([a, b],R) 3> ¢ = min(@y, (pg),1~b = min(P¢,Pg4). On remarque alors :

¢ < min(f, g) <. (2.1.16)
Prenons x € [a, b]. On remarque :
— si@f(x) < @g(x),ona:
P(x) — o(x) < br(x) — @r(x); (2.117)
— si@g(x) < @¢(x),ona: _
D) — ) < Vglx) — pglx). (2.1.18)
Ainsi, en séparant les intégrales en un nombre fini ot on a soit (i), soit (ii), ona:
b b b
J b —9) SJ (d)f—anJ (g — @g) < 2e. (2.1.19)

O

Corollaire 2.7. fz(?\f + pg)(x) dx’ <A fz|f(x)] dx +|y IZ|9(X)| dx.
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Démonstration. On calcule :

b b b b
J Af(x) 4+ pg(x) dx <J' P\f(x)—l—ug(x)’dX:P\IJ ‘f(x)|dx+|ulj |g(x)’dx. (2.1.20)

a

O

2.1.2 Fonctions absolument intégrables sur un intervalle

Définition 2.8. Soit I # (), un intervalle de R, et f : I — R. On dit que f est abs-int (absolument intégrable) sur
I lorsque :

(i) Vla,b] CI: f’[ o est R-int sur [a, b];
a,

(i1) sup(q pict lefl S +o0.
Remarque. La condition (ii) revient a dire que IM > 0 t.q. V[a,b] C I : fZIfI <M.
Définition 2.9. Soit I C R, un intervalle. On appelle suite exhaustive de segments de I toute suite ([an, bnl)nen
de segments de I tels que :

(1) la suite est croissante (c-a-d Yn € N : [an 1, bni1] 2 [an, bnl);

(ll) UnEN[an/ bn} =L

Proposition 2.10. Soit I # (), un intervalle de R. 1 admet une suite exhaustive.

Démonstration. Si I est un fermé, prenons a,b € R tels que I = [a, b]. La suite ([an, bn])n = ([a, b])y est
exhaustive.

SiIestunouvert, prenons a,b € Rtels que I = (a, b). La suite ([an, bn])n = ([a+ %, b— %])n est exhaustive.

Si I est ouvert d’un coté, et fermé de 'autre, les suites exhaustives ([a, b — %] Jn et ([a+ %, b]),, sont exhaus-
tives. O

Proposition 2.11. Soit I # () un intervalle de R. Soit f : 1 — R abs-int sur 1. Soit ([an,bnl)n une suite

exhaustive de segments de 1. Alors :
b]l
J fi(x)dx| CR (2.1.21)
an n
est convergente ;

(1) la suite définie par :
(i1) la limite de cette suite ne dépend pas de la suite exhaustive de segments de 1 choisie.

Définition 2.12. On appelle intégrale de f sur I cette valeur, et on la note :

J f(x) dx. (2.1.22)
I

Démonstration. Soit ([an, bn]) une suite exhaustive de segments de I. Posons pourn € N: «,, = fZ:Iﬂ. La
suite (ot )n est croissante et majorée donc (x., ) converge vers un certain { € R*. En particulier, (x,,) est de
Cauchy dans R. Considérons maintenant (3 )n, ot Bn = IZ: f. Observons que pour p,n € N:

bn+p bn an bn bn+p bn Qan bn+p
Bnﬂg—ﬁnzj f—J f:J f+J f+J f—J' f:J f+J f. (2.1.23)

An+p a An+p An an An+p bn
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Ainsi :

an bn+p an bn bn+p bn
Bren—Bal < |t | [ i i T - @120

An+p An+p ap an

La suite (f31)n est donc bornée par une suite de Cauchy (et est donc de Cauchy) dans R. Par complétude
de R, (fn)n converge dans R.

Montrons maintenant que cette limite ne dépend pas de la suite exhaustive. Soit [a., bn] une suite exhaus-

tive de 1. On sait que Bn = fla): f converge. On veut montrer que B ala méme limite que . On construit
donc une nouvelle suite exhaustive de 1. On choisit [dg, bo] = [ag, bgl. Il existe Ny = 0t.q.¥Vn > Nj :
[ap, bo] C [@n,bn]. On pose ensuite [a;, by] = [ENT,EN]]. Il existe No = Nj t.q. Vn > Ny : [a@1, b1] C [an, bal.
On pose donc [ay, by] = [an,, bn,]-

On construit donc @ : N — N strictement croissante telle que pour tout p :

[GZp/BZp] = [a(p(Z'p)/ b(p(Zp)L (2125)

[G2p+1, bopia] = [acp(zpﬂ)/gcp(zpﬂﬂ- (2.1.26)

Donc la suite ([a,, bp])p, est exhaustive. La suite (IZZ f) converge vers 3 dans R.
P

Puisque :
bap bo2p) )
sz = pr) F=Bowen o P=F (2.1.27)
bap 1 b (2p41) - o
LZP+1 f= thp(zpﬂ) f=Beep+r m B =R, (2.1.28)
on déduit p = p = B. Les limites sont donc les mémes, peu importe les suites exhaustives choisies. O

Proposition 2.13. Soit f : [a, b] — R R-int sur [a, b]. Alors f est abs-int sur [a,b], et ona:

b
J f = J f. (2.1.29)
[a,b] a

Démonstration. f est R-int, et donc est R-int sur tout segment de [a, b]. Soit ([an, bn])n, une suit exhaustive
de segments de [a, b]. Il existe N € Nt.q. ¥n > N : [a,, bn] = [a, b]. Ainsi, pourn > N, ona:

bn b
J f= J f. (2.1.30)
an a
En passant a la limite pour n — 4o0,ona:
b
J f= J f. (2.1.31)
[a,b] a
O
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Proposition 2.14. L'ensemble L}(1) == {f : 1 — R t.q. f est abs-int sur 1} est un R — ev. De plus, I'application :
J:Ll(l) %R:fl—)J f (2.1.32)
I
est une forme linéaire sur 11(I).
Démonstration. EXERCICE. 0

2.1.3 Fonctions absolument intégrables vues comme fonction des bornes

Proposition 2.15. Soit I C R, un intervalle non-vide de R. Si la fonction f : I — R est abs-int sur 1, alors elle
Uest sur I N (—oo, al et [a, 4+00) pour tout a € R, et ona:

J f= J f+ J f. (2.1.33)
I IN(—o0,al] INla,+o0)

Démonstration. Soit [, B] C [a, +00) NI [e, B] est un segment de I et f est abs-int sur I. f est donc abs-int
sur tout segment de I, en particulier sur [, 3. De plus, il existe M 2 0 tel que pour tout segment [u,v] de I,
ona:

A%
J If < M. (2.1.34)

Ainsi : 6
J If| < M. (2.1.35)

x

f est donc abs-int sur I N [a, +00). On raisonne de maniére similaire pour (—oo, al.

Montrons maintenant 1’égalité. Soit [y, B+ ], une suite de segments de I. Il existe N € N tel que :
n>N:o, <a<fPn. (2.1.36)

Il vient alors que ([otn, a])n est une suite exhaustive de I N (—oo, al, et ([a, fn])n est une suite exhaustive de
IN[a,+o0). Pourn > N, on a alors :

Bn a Bn
J f= J f+ J f. (2.1.37)
Xn XKn a
En passant a la limite pour n — +o00, on trouve :
J f= J f —|—J f. (2.1.38)
I IN(—o0,al INnla,+o0)

O

Proposition 2.16. Soient I C R, a €1, et f: 1 — R. Si f est abs-int sur 1N (—oo, al et sur I N [a,+o00), alors

f est abs-int sur I, et ona:
J f= J f —i—J f. (2.1.39)
1 IN(—o0,al] INla,+o0)
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Démonstration. Soit [«, B] un segmentde I. 5i a < «, ou a > 3, c’est trivial.

Supposons alors a < a < f. f est R-int sur [«, a et sur [a, B]. f est donc R-int sur [«, 3]. De plus, il existe
M*, M~ > 0 tels que :

A% A%
> J f<M™ et sup J Ifl < M. (2.1.40)

[u,vlC(—oo,alnI ¥t [uyv]cInla,+o00) Ju

On peut donc dire que ffc\fl < M* 4+ M7. On a alors f abs-int sur I et on peut appliquer la proposition

précédente pour :
J f= J f —i—J f. (2.1.41)
I IN(—o0,al] INnla,+o0)

O

Proposition 2.17. Soient I C R, un intervalle non-vide, et f : I — R abs-int. La fonction F : 1 — R : x —
J1n (oo T €5t localement lipschitizenne.

Démonstration. Soit xg € 1. Supposons que xg n’est pas un bord de I (sinon EXERCICE). Supposons qu’il

existe 8 > 0 t.q. (xo £ 6) C I. La fonction f est R-int sur [xo + %} et donc sa valeur absolue est bornée sur ce

segment par M(xo, ). Pour x,y € {xo + %} ,avec x < Yy, on déduit :

Yy Y
F(y)—F(X)zj f—J f:J f+J f—J f:J f. (2.1.42)
IN(—oo,y] IN(—o0,x] IN(—o0,x] x IN(—o00,x] x

Y
[Fly) —F(x)| = J If] < M(x0,0)(y —x). (2.1.43)

X

O

Corollaire 2.18. Si f est abs-int sur 1, alors F est continue sur 1.
Proposition 2.19. Si f est abs-int sur 1, et continue en xy € 1, alors F est dérivable en xo et on a :
F/(Xo) = f(XQ). (2144:)

Corollaire 2.20. Si f est abs-int sur 1 et de classe C* sur un voisinage de xo € 1, alors F est de classe C*! sur
un voisinage de xo et on a, sur ce voisinage :

Vp €{0,...,k}: FPH(x) = fP)(x). (2.1.45)

Remarque. Si le voisinage est ouvert pour f, alors on a le méme voisinage pour F.

Démonstration. F(x) = F(xo) + [} f(t)dt. O

Remarque. C’est donc le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral qui est revu ici.

2.1.4 Criteres d'intégration absolue
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— Vx € I:|f(x)| < g(x);
— f, g R-int sur tout segment de 1.
Si g est abs-int sur 1, alors f l'est aussi, et on a :

JIfKJg-
I I

Démonstration. Il existe Mg 2 0t.q. :

Vu, V] CI:J g < My.

u

Ainsi, si [a, b] C I est un segment, on a f R-int sur [a, b] et :

b b
J\fI<J 9<M,,

a a

avec M4 donc indépendant de [a, b]. Ceci montre que f est abs-int sur I et que :
[in<] g
I I

Remarque. Soient f, g : [a,b) — R. On dit que f est équivalent a gen b~ lorsque :

Ve>0:In>0tqg.Vx € [b—n,b) :’f(x) —g(x)| < s]f(x)‘.

1. silf] o g, alors f est abs-int sur 1 si et seulement si g l'est ;

b b
] ~ J q.

Jx b~ Jx
] ~ J q.

Ja b~ Ja

2. dans le cas abs-int, on a :

Dans le cas non-abs-int, on a :

Démonstration.
— Supposons f abs-int. Pour € =1, il existe 1 > 0 tel que :

vx e o —n,b):[[f(x)] - g0x)| < el =[f0)].

Proposition 2.22. Soit I = [a,b), et soit f,g : I — R, R-int sur tout segment de 1. Alors :

Proposition 2.21 (Critére de comparaison). Soient I C R un intervalle non-vide et f,g : I — R avec :

(2.1.46)

(2.1.47)

(2.1.48)

(2.1.49)

O

(2.1.50)

(2.1.51)

(2.1.52)

(2.1.53)

On en déduit (0 < g(x) < Z‘f (x)’ sur [b —n, b). Ainsi, par le critere de comparaison, g est abs-int sur
[b —1,b). De plus, g est abs-int sur [a, b — )] pour tout 1, et donc g est abs-int sur [a, b). On montre

que si g est abs-int, alors f est abs-int, de la méme maniere (critere de comparaison).

— Dans le cas abs-int, fixons € > 0. Il existe 1 > 0 tel que pour x € [b—n,b), ona “f(x)| — g(x)' < eg(x).

Pour x > b —n, il vient :

b
<J Ifl—g].

b b
jm—Jg
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Dans le cas non-abs-int, fixons ¢ > 0. Il existe n; tel que pour x € [b —n3,b), ona:
“f(x)| _ g(x)‘ < eglx). (2.1.55)

Pourx >b—mng,ona:

Jx\fl _ r g’ < an “f(t)| _ g(t)‘ dt + J: Uf(t)y - g(t)’ dt. (2.1.56)
a a a -n

Puisque g n’est pas abs-int sur [a, b), il existe ), € (0,11) tel que pour x > b —1y, ona:

o -l _,

< (2.1.57)
a9
Par suite,onapourx > b —1y:
X X X X X
J|f|—J g‘<ej g+£J 9<25J g. (2.1.58)
a a a b—m a
O

2.1.5 Fonctions de référence de Riemann

Proposition 2.23. Soit o« € R. x — x~* est abs-int sur [1,4+00) si et seulement si o« > 1.

Démonstration. Remarquons que x — x~ % est continue sur [1,+o00), et donc R-int sur tout segment de

[1, +00). De plus, elle est positive sur [1,+c0). Pour X = 1,0ona:
X
)

X 1 X Xloe 1
—o _ 1—«x _ o .
J x %dx = oc[x L 1o 1-o’ (2.1.60)

X X
X :J d—z :J x~“dx. (2.1.59)

1 X 1

1

X(X

— siw#1,alors:

— siax 2 1,alors:

X
J de 1 (2.1.61)
1 X% Xo400 11—«
et:
X 1
“dx < ——. 2.1.62
L e < 3= (2.1.62)

Donc l'intégrale de x — x~ sur les segments de [1, +00) est majorée indépendamment du segment,
donc cette fonction est abs-int sur [1, +00).
— sia S 1, alors:
X dx
J — ——— +o0. (2.1.63)

1 X% X—+4o0

Donc l'intégrale de x — x~ % sur les segments de [1, +00) n’est pas majorée indépendamment du
segment, donc cette fonction n’est pas abs-int sur [1, +c0).

Finalement, si « = 1, alors :

X dx X
J — =[Inx]{ =InX —— +o0. (2.1.64)
1 X X—+o00

A nouveau, l'intégrale n’est pas bornée sur les segments de [1, +-00), indépendamment du segment, et donc
x — x 1 n’est pas abs-int sur [1, +00). O
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Proposition 2.24. Soit « € R. x — x~* est abs-int sur (0,1] si et seulement si a < 1.

Démonstration. EXERCICE. O

Exemple 2.1. La fonction x — % = X~ est absolument intégrable sur (0,1].

2.1.6 Théoréme du changement de variable

Théoréme 2.25. Soient 1, ], deux intervalles non-vides de R et non réduits a un point. Soit ¢ : 1 — | bijective
et strictement croissante de classe C! sur 1. Soit f : ] — R R-int sur tout segment de . La fonction f est abs-int
sur ] si et seulement si (fo @) - @’ : 1 — Restabs-int sur 1, etona:

L (foe)e’) (x) dx:L f(y) dy. (2.1.65)

Démonstration. Soit ([an, bn])n une suite exhaustive de segments de I. La suite ([@(an), @(bn)])n est une
suite exhaustive de segments de ] (car ¢ est bijective). Puisque :

bn bn @(bn)
1], (2.1.66)

¢(an)

VnEN:J

Qan

|[(fo@)e’| anl(focp)f(p’:J

par CDI 1, on conclut que (f o @)@’ est abs-int sur I'si f 'est sur J.

On raisonne de maniére similaire avec ¢! (qui existe car ¢ est une bijection) pour montrer que f est abs-int
sur J si (fo @)/ lestsur L.

Dans ce cas, si ([an, bn])n est une suite exhaustive de segments de I, ona:

bn @(bn)
Yn>0: J (fog)pl= J f. (2.1.67)
an ¢(an)
En passant a la limite pour n — 400, on obtient :
J (fop)er= J f, (2.1.68)
I ]
car ([@(an), @(bn)])n est une suite exhaustive de J. O

2.2 Intégrales convergentes

2.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.26. Soit I C R, un intervalle non-vide, et soit f : I — R R-int sur tous les segments de I. On dit
que l'intégrale de f sur I converge lorsque :

(1) V([lan,bnl)n exhaustive de I : (fz: f) converge dans R ;

(ii) la limite ne dépend pas de la suit exhaustive choisie.
On note cette limite [ f.
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Proposition 2.27. Si f est abs-int sur 1, alors son intégrale sur 1 converge et on a :

J f(x)dx :J' f(x) dx, (2.2.1)
I I

c-a-d, les deux notions ont le méme sens pour la méme notation.

Démonstration. Par la Proposition 2.11] O

SITLX

Exemple 2.2. La fonction — a une intégrale convergente sur [1, +00) mais n’est pas abs-int sur [1, +c0).

sinx

On remarque que est continue sur [1,+00) et donc R-int sur tout segment de I. Soit ([an, bnl)n, une
suite exhaustive de segments de [1, +00). Pour n € N, écrivons :

an SINX 4y — [COSX} o + an X dx. (2.2.2)
X X 4 X

an an

COS X

< & sur [1,+00). Par le critere de comparaison, puisque x +— 2 est abs-int sur [1, +-00),

COS X 1/

On sait que

on sait que x est également. Ainsi, la suite :

bn
(J C‘)’;" dx> (2.2.3)

converge dans R vers une limite qui ne dépend pas de la suite ([an, bn])n choisie. Par ailleurs :

= + 0+ cos1. (2.2.4)

bn an  lan,bnl—[l,400)

b
[ cosx} " —cosb, cosan
X a

. b i oo s . N . .
Donc la suite (fa“ e dx) converge vers une limite indépendante de la suite exhaustive de segments
n n

choisie. Donc I'intégrale de x + Snx

converge dans [1, 4+00).
Montrons maintenant que la fonctlon n’est pas abs-int. Soit n € N*. On sait :

n—1

J“” sin x dx = E J(kﬂ)n sinx dx > ! J'(k“) |sin x| f |sin x| dx (2.25)
7t X ) k7t X ) k7t (k + 1 ) k + ].
T . n—1
sinx|dx 1
_ Jolsinx > +o00. (2.2.6)
T k+1 no+oo
k=1
On a donc bien x — 2% non-abs-int sur [1, +00).
1 six >0
Exemple 2.3. sign:x— <0 si x = 0 n"admet pas d’intégrale convergente dans R. Par exemple :
-1 six<0
712
J sign(x) dx = n?—n—— +oo. (2.2.7)
—n n—-+o0o
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Proposition 2.28. Soient I C R, un intervalle non-vide, f : I — R, R-int sur tout segment de 1. L'inté-
grale de f converge sur 1 si et seulement si pour toute suite exhaustive de segments ([an,bnl)n de 1, la suite

(IE: f(x) dx) est de Cauchy.

Démonstration. Toute suite convergente est de Cauchy dans R.

Pour montrer que si la suite d'intégrales sur une suite exhaustive de segments est de Cauchy, alors 1'inté-
grale est convergente, on sait que toute suite réelle de Cauchy converge, et par la Proposition onala
non-dépendance de la suite exhaustive. O

2.2.2 Rappel: deuxiéme formule de la moyenne

Pour rappel, la premiére formule de la moyenne et donnée par :
Soient f, g : [a,b] — R, de classe C sur [a, b], avec g > 0. Il existe ¢ € [a, b] tel que:

b b
J (fg)(t) dt = f(c) J g(t) dt. (2.2.8)

a a

Proposition 2.29. Soit [a, b, un segment de R, et soient f, g : [a,b] — R, avec f R-int sur [a,b], et g > 0,
décroissante sur [a, bl. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

b c
J (fg)(t) dt:g(a)J f(t) dt. (2.2.9)

a

Démonstration. On fixe N € N*, et on pose t,, = a + n% pour 0 <n < N. Ecrivons :

N-1

=Y J ) g(te) dt. (2.2.10)
k=0 vtk
On observe alors :
b N—-1
v = [ ()t de= Y f(t)(glt) - o(v) (2211)
a k=0
On trouve donc :
b N-T oty N—T oty g
v | (foae < | " rollgt) —gtofde= Y | T lfo] (gl —gitnde  @212)
a k=0 "tk k=0 "tk
N=T ety
<3| O gt — gl dt (22.13)
k=0 vtk

Rappelons que la fonction K : [a,b] — R : x — [>|f(t)| dt est lipschitzienne de constante [fll o, (o,0) = M-
Ainsi :

b N-1 Nt
In —J (fg)(t)dt| < > [K(tks1) = K(ti)] (9(ti) = gltir1)) <M Y (tksr — tid(g(ti) — gltics1)
k=0 0 (2.2.14)
N—1
= MO9S (gt —glten)) < MOV (ga) —glo)) —— 0. @215)

k=0
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On en déduit que (In)n=>1 converge, et :

b
Iim Iy :J (fg)(t) dt. (2.2.16)
N——+o00 a
Par ailleurs, pour N > 1,0na:
N—T oty
In=)_ J f(x) dxg(ty). (2.2.17)
0 vtk
Posons ensuite : .
F:la,b] > R:x J f(t) dt. (2.2.18)

On sait que F est continue sur le segment [a, b], donc minorée par m et majorée par M. En appliquant une
transformation d’Abel, on trouve :

N-—-1 N—-1 N-—1
In= D (Fltksr) = F(te)) g(te) = 3 Fltisa)g F(t (2.2.19)
k=0 k=0 k=0
N N—1
=Y Fltgltt) — > Fltg(t) (2.2.20)
k=1 k=0
N—-1
= —F(to)g(to) + Z F(ti) (g(tk—1) — g(tx)) + F(tn)g(tn—1). (2.2.21)
k=1

Par suite, on sait que F(tg) = F(a) = IZ f =0, on peut donc exprimer :

N-1
mZ (tk —=1) —g(ti)) glti) + mg(tn—1) < In <M )Y (glti1) — g(ti)) + Mgl(tn-1).  (22.22)
k=1
En développant les sommes, on trouve :
mg(a) < In € Mg(a). (2.2.23)
En passant a la limite pour N — +o00, on trouve :
b
mgla) < | ifg)(t)dt < Mgla) (2224

Distinguons alors deux cas :
— sig(a) =0, alors g = 0 sur [a, b], et donc tout ¢ € [a, b] convient;
— sig(a) #0, alors:
1 b
m < 3(a) L (fg)(t)dt < M. (2.2.25)
La fonction F étant continue sur le segment [a, b], par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
c € [a,b] tel que:

1 b
F(c) = —J fg)(t) dt, 2.2.26
(€)= a7 |, OV (2226)
et donc en remultipliant par g(a) de part et d’autre, on obtient :
c b
g(a)F(c) = g(a)J f(t) dt :J (fg)(t) dt. (2.2.27)
a a D
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2.2.3 Critére d’Abel

Proposition 2.30 (Critére d’Abel pour la convergence des intégrales). Soient —oo < a < b < +oo,
f,g: [a,b] — R telles que :
— fest R-int sur tout segment de [a, b) et il existe M. = 0 tel que :

Vx € [a,b) :

JX f(t) dt‘ <M; (2.2.28)

a

— g est positive et décroissante vers 0 en b~ sur [a,b).
Alors l'intégrale de fg converge sur 1.

Démonstration. Soit ([an,bn])n une suite exhaustive de segments de [a, b). Posons, pourn € N:

bn
O ::J (fg)(t)dt. (2.2.29)

an

Observons pour n,p € N :

bn+p bn
Anip — On = J (fg)(t)dt — J (fg)(t)dt. (2.2.30)
An4p an
Puisque a, = a a partir d'un certain N € N, on peut écrire :
bnip [Cn+p
nip — o = | (o)t de = g(ba) [ s at, (2231)
n a

pour un certain ¢n4p € [br, bnyp] par la deuxiéme formule de la moyenne. On trouve finalement :

’o‘ner - ‘Xn’ < g(bn)-

Cn+p bn
J £(t) dt —J f(t) dt| < 2Mg(bn) ——— 0, (2.2.32)

a a n—+oo

par décroissance de g vers 0.

La suite (& )n est donc une suite de Cauchy, ce qui implique que 'intégrale de (fg) converge sur [a, b), par
le critere de Cauchy. O

Exemple 2.4. Prenons B € (0,1). La fonction x — 35 est d’intégrale convergente sur [1,+00) car :

— f:[1,+00) : x — sinx est R-int sur tous les segments de [1, +00), et pour x > 1,0na:

X
J sintdt‘ <2; (2.2.33)
1

— g est positive et décroissante vers 0 en +oo.
La convergence est assurée par le critere d’Abel.
Exemple 2.5. Les fonctions x ~ sin(x?) et x — cos(x?) sont d’intégrale convergente sur R*. Soit ([otn, Br])n,
une suite exhaustive de segments de R*. Pour n > 0, écrivons :

Jﬁn ) B dt
sin(x“) dx = J sint— (2.2.34)
Xn o \/{
pourt = x2,dt = 2xdx. On a donc :
1 [Pn dt 1 (B% dt 1 (Ph dt
— sint— = = sint— + — sint—-. 2.2.35
2 Joc%1 \/JE 2 ch% \/JE 2 thz \/JE ( )
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La fonction t — % est C¥ sur (0, 1] et prolongeable en 0 par continuité. Elle est donc abs-int sur (0, 1]. Donc

lez sin t% converge et la limite ne dépend pas de la suite o, — 0 choisie. La fonction t — sint est R-int

sur tout segment de [1, +00), avec:

J sintdt‘ <2 (2.2.36)
1

1
%
limite ne dépend pas de la suite 3 — +oo choisie.

tdt

2
La fonction t est décroissante vers 0 en +oco. Alors par le critere d’Abel, [ ™ sin ; converge et la

On en déduit que x ~ sin(x?) est d’intégrale convergente sur R*. On raisonne de maniere similaire pour
x — cos(x?).
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Chapitre 3

Intégrales a parametres

3.1 Fonctions définies par une intégrale sur un segment fixe

3.1.1 Un résultat de continuité

Définition 3.1. L'ensemble X est dit localement compact lorsque :

Vx € X: YO ouvert :x € O = 3V compact € V(x)t.q. O C V. (3.1.1)
Proposition 3.2. Soit [a,b] un segment de R, et (X, d) un espace métrique localement compact. Si f : X x
[a,b] = R: (x,t) — f(x,t) est continue sur X x [a,b], alors :
b

F:X—>R:Xl—>J' f(x, ) dt (3.1.2)

a

est définie, et continue sur X.

Démonstration. Soit x € X. t — f(x,t) est continue sur [a, b], donc R-int sur [a, b]. La fonction F est donc en
effet définie.

Soit x € X et soit V € V(x) compact dans X. La fonction :
V x [a,b] = R: (x,t) — f(x,t) (3.1.3)

est continue sur V x [a,b]. En particulier, par le théoreme de Heine, elle est uniformément continue sur
V x [a,b], car V x [a, b] est compact. Soit ¢ > 0 et soit xg € X. Il existen) > 0 et d > O tels que : Vx,y € V:
Vt, t' € [a,b], sid(x,y) <mnet|t’ —t| <5, et B(xo,n[CV, alors|f(x, t) — f(y,t’)| <e.

En particulier, pour x € B(xp,n[ett € [a,b],ona:

|f(x,t) — f(xo,t)| < e. (3.1.4)

Par intégration, on trouve :
‘F(x) — F(xo)| < Jb|f(x,t) — f(xo,t)| dt <e(b—a). (3.1.5)
O
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Remarque. Cette proposition est encore vraie pour un compact [ [, [ai, bi], au lieu de [a, b].
Exemple 3.1. Que dire de lim, o+ j(l) sin(exp(—xt) —1)dt?

f:[0,1] x [0,1] = R : (x,t) — sin(exp(—xt) — 1) est continue sur [0,1] x [0, 1], d’ott F(x fo x,t) dt est de
classe C sur [0, 1], avec la proposition précédente. Donc F(x) — 0.
x—

3.1.2 Un résultat de dérivabilité

Proposition 3.3. Soient X C RY, un ouvert non-vide, [a,b] C R, un segment, et f: X x [a,b] — R, continue
sur X x [a, b] admettant une dérivée partielle par rapport a tout x; en tout point de X tel que :

vie[1,d]: X x [a,b] = R:(x,t) — :—f(x,t) e C%X x [a,b],R). (3.1.6)

i

Alors la fonction F: X - R : x — fz f(x,t) dt est de classe C' sur X, et ona :

b
vie[1,d]: aa: (x) :J ﬁ(x,’c) dt. (3.1.7)

Démonstration. Pour xg € X, > 0t.q. B(xo,8[C X, puisque x — f(x, 1) est de classe C! sur B(xo, 5[, pour

t € [a, b], on peut écrire :
h

f(xo + hei, t) — f(xp, t) = J 6: (xg + sey, t) ds. (3.1.8)
0

i

Ces fonctions étant continues, elles sont R-int, eton a :

b b rh af b 1 af
J (f(xo + hey, t) — f(xo, 1)) dt = J J a—(xo +se;, t)dsdt = J hJ a(xo +hsey, t)dsdt.  (3.1.9)
a 0 i

a aJo 0%

Pour h € [f%, %} \ {0}, et en posant :

g: {2, ﬂ x (10,1] x [a,b]) : (h, (s, 1)) — aa: (xo + hsei, 1), (3.1.10)
ona:
1 Jb (f(xo + hei, t) — f(xo, 1)) dt = Jb Jl (h, (s,t))dsdt (3.1.11)
h N 0 is 0/ = oo gln,ts, . A,

Or la fonction g est continue sur son compact de définition, par continuité de f. Par la Proposition on
sait que la fonction :

h— L L g(h,(s,t))dsdt € CO([—E,E} R). (3.1.12)

Par cette continuité, on déduit que la fonction h L (F(xo + hei) — F(x )) admet une limite finieen h = 0
qui est f fo g(0, (s,t)) ds dt. On en déduit que F admet une dérivée partielle par rapport a x; enxp, etona:

oF bt oaf of b af
(x) = J J (xo+0,t)dsdt = J' (xo,t) J' dsdt = J' (xo,t) dt. (3.1.13)
ox; a Jo 0%; a 0x; 0 a 0x;

A nouveau, par la Propositionapphquee a(xt)— (x t), on obtient 2 - € C%(X,R), ce qui implique

F € C1(X,R), et on a bien la formule ci-dessus. O
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3.2 Fonction définies par des intégrales sur un segment variable

3.2.1 Un résultat de continuité

Théoréme 3.4. Soit f : [o, B] X [a, b] C—O> R. La fonction F : [&, ] x [a,b] = R: (x,T) — fl f(x,t) dt est
continue sur o, B] x [a, bl.

Démonstration. Soient (x,T) € [«, B] x [a,b], (Ax, AT) € R? tels que:

(x + Ax, T+ AT) € [«, B] x [a,b]. (3.2.1)
Ecrivons alors :
T+AT T
F(x + Ax, T+ AT) —F(x,T) = f(x + Ax, t)dt — J f(x,t)dt (3.2.2)
% T+A('II' T
=| f(x+Ax,t)dt+ J f(x + Ax, t)dt — J f(x,t)dt (3.2.3)
Ja T a
=| (flx+Ax,t)—f(x,t)) dt + J f(x + Ax, t) dt. (3.2.4)
Ja T

Par continuité de f sur le compact [«, 3] x [a, b] et le théoreme de Heine, on peut dire que f est uniformément
continue sur ce compact. On a alors pour € > 0, il existe n > 0 tel que si|Ax| < n, alors :

3

vt € [a,b] :[f(x + Ax, t) — f(x, t)| < Ty (3.2.5)
et donc:
N
J (f(x + Ax, t) — f(x, 1)) dt| < (T—a) max [f(x + Ax, 1) — f(x,t)] < e. (3.2.6)
a tela

Par ailleurs, la fonction f est bornée sur son compact de définition. Donc il existe M > 0 tel que V(y, t) €
[, B] x [a, b] :|f(y,t)| < ML SI|AT| < 57 , on observe :

T+AT
J f(x + Ax, t) dt| < M|AT| < e. (3.2.7)
T
Deés lors, pour|Ax| < n et|AT| < 57, 0ona:
]F(x+Ax,T+AT) —F(x,T)‘ < e. (3.2.8)

On a en effet trouvé un voisinage de (x, T) qui est envoyé sur un voisinage de F(x, T). La fonction F est donc
continue. O
Corollaire 3.5. Soit f : [&, B] X
fonction F: [, B] — R :x f}g

,b] — R continue. Soient b, = [«, B] — [a, b] continues sur [«, B]. La

[a
z)) f(x,t) dt est continue sur [, B].
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Démonstration. Posons G : [«, B] X [a,b] = R : (x,T) — IZ f(x, t) dt. Par le théoreme précédent, on peut
dire G € C%([e, B] x [a, b],R). De plus, pour x € [a, b], on peut écrire :

P (x) b(x)
F(x) = J f(x,t)dt — J f(x,t)dt = G(x,P(x)) — G(x, d(x)). (3.2.9)

a
Par continuité des fonctions G, {, , on sait que x — G(x,P(x)) et x — G(x, $(x)) sont continues sur [«, 3]

par composition de fonctions continues. Ensuite, on peut dire que F est continue sur [«, 3] par différence de
fonctions continues. O

3.2.2 Un résultat de dérivabilité

Théoréme 3.6. Soit f : [«, B] x [a,b] — R continue sur [o, B] x [a,b] telle que exzste en tout point de
[, B] x [a,b] et (x,1) — g:: (x,t) est continue sur [, B] x [a,b]. Alors lafonctzon F [, B] x [a,b] - R :
(x,T) — f f(x, t) dt est de classe C! sur [«, B] x [a, b] avec :
ﬁ(x T) = JT g(x t)dt et ﬁ(x T)=1(x,T) (3.2.10)
ox 7 ) ox oT ™ -

Démonstration. Avec le résultat de dérivabilité sur segment fixe (Proposition , on sait que -

en tout point et vaut 3= (x, T) = jT 91 (x,t)dt, avec 25 (x, T) € C%([«, B] x [a, b], R) par le Theoreme

a ox ox

(x, T) existe

De plus, par CDI 1, on sait que aT F(x, T) existe et vaut f (x, T) (continue par hypothése) car f(x, ) € C°([a, b], R).

On sait également que T IZ L (x,t)dt € C'([ex, B] x [a, b],R).
On a donc bien F € Cl([«, B] x [a, b], R). O

Proposition 3.7. Soit f : [«, B] X [a b] —> R telle que exzste et est continue en tout point du compact de
définition de f. Soient P, § : [c, [5] [a, b]. La fonction F o, Bl 2 Rix— ﬁ;(X) (x,t) dt est de classe C
sur o, Bl etona:

P (x) of

Vx € [o, Bl : F/(x) =P/ (x)f(x, W(x)) — ¢'(x)f(x, d(x)) + L( | a(x,t) dt. (3.2.11)

Démonstration. Lafonction G : [, ] x [a,b] > R: (x,T) — fl f(x,t) dt est de classe C! parle Théoréme
etona:

2G T2G 0G
a(x,T) = L a(x,t) dt et ﬁ(x,T) =f(x,T). (3.2.12)

Par composition de fonctions de classe C!, on sait que x — G(x, ¢(x)) et x — G(x,P(x)) sont de classe C!
sur [«, B]. Par ailleurs, pour x € [x, 3], ona:

F(x) = G(x, V(x)) — G(x, d(x)). (3.2.13)
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Par différence, on trouve donc F € C!([x, B],R), et pour x € [«, ], on trouve :

F/(x) = 28 (x, %(x)) + 38 [, (x) 1 (x) — 28 (x, b (x)) — 3 (x, &(x))b'(x) (32.14)
P (x) b(x)
[ gyt pe - | 3t de o001 b)) (3:2.15)
P (x)
= [, B0 W 000~ ¢ ()10, 600 (32.16)
O]

3.3 Fonctions définies par des intégrales convergentes

3.3.1 Exemple

Soit f : RT x RT — R™ : (x,t) — xexp(—xt). Que dire de F(x) = 0+°° f(x,t)dt?

Fixons x € R*. La fonction t — x exp(—xt)est R-int sur tout segment de R*. De plus, |f (x, t)| 2 ﬁ 0si
—+00

x > 0.Donc il existe A, Z 0 tel que:

vt > An:|f(x, 1) < L

5 (3.3.1)

Par le critere de comparaison, la fonction t — f(-, t) est abs-int sur [A,,, +00). Si la fonction est abs-int sur
[0, A,,], alors elle I'est sur [0, +00). Lorsque x = 0, alors la fonction t — f(x,t) = 0, donc F(0) = 0 est bien
défini.
Pour tout x = 0, on trouve :
T
F(x) = lim —J xexp(—xt)dt=_lim — [exp(—xt)]g = _lim —(exp(—xT)—1) =1. (3.3.2)

T—+o0 0 T—+o0 T—+o00

On en déduit que la fonction F est discontinue en 0. La fonction f est en fait de classe C*°, mais F(x) =

0+ * f(x,t) dt admet un point de discontinuité en x = 0.

3.3.2 Notion d’intégrales uniformément convergentes

Définition 3.8. Soient X # ), I C R, un intervalle non-vide. Soit f : X x I — R telle que :
Vx € X:t— f(x,t) est d’intégrale convergente sur I, (3.3.3)

a savoir :

Vx € X:Ve > 0: 3K, «x C I'segment t.q. VK I segment : lKg,x CK=

J~ f(x,t)dt —J f(x,t) dt‘ < e.
K I
(3.3.4)

On dit que I'intégrale de f sur I converge uniformément sur X lorsque K,  ne dépend pas de x, c’est-a-dire
lorsque :

Ve > 0: 3K, C I'segment t.q. VK C I segment : [Kg CK=VxeX:

JN f(x, 1) dt—J f(x, 1) dt’ <e|.
K I
(3.3.5)
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Remarque. Lorsque I = [a,+00), cela revient a avoir :

Ve>0:3dY >0tq.Vx € X: < e. (3.3.6)

Lorsque I = [a, b], avec a < b < 400, cela revient a avoir :

b
Ve>0:30€(0,b—a)tg.VxeX: J f(x,t)dt| < e. (3.3.7)
b—5
Dans 'exemple f(x,t) = xexp(—xt), X = =R", on pouvait dire :
~+o00 _ —xt .
J f(x, t) dt = { exp(=xt)  six>0, (3.3.8)
Y 0 sinon.
On en déduit :
+o00
supJ' f(x,t)dt| =1. (3.3.9)
xeX|JY

On en déduit que l'intégrale de t — x exp(—xt) n’est pas convergente uniformément sur R*.

0
Théoréme 3.9. Soient (X, d) un espace métrique, I C R, un intervalle non-vide Soit f : Xx 1 SR On suppose
que l'intégrale de t — f(x, t) converge sur Tuniformément sur X. Alors la fonction F : X — R : x — [ f(x, t) dt
est continue sur X.

Démonstration. Soit ([an,bn])n, une suite exhaustive de segments de I. Pour tout n € N, on pose :
bn
Fi: X—>R:x— J f(x,t) dt. (3.3.10)

Aan

On observe que ces F,, sont continues par le Théoreme car [an, by] est un segment fixe (compact) et
f € CO(X x I, R) par hypothese.

Prenons, n,p € N, x € X. Calculons :

bn bn
Frop () — Fn(x) = J " f(x,t) dt — J f(x, 1) dt (33.11)
bnr ' b
= J f(x,t)dt — J f(x,t)dt + J f(x,t)dt — J f(x,t) dt. (3.3.12)
An4p I I an

Pour ¢ > 0,il existe N, € Ntel que pourn,p € Netx € X, par continuité des F,, et puisque [an, bn] —— 1,

n—-+o00
on peut dire :

bn+
J " f(x, 1) dt —J f(x,t) dt| + < 2. (33.13)

I

L f(x, 1) dt — Jb“ f(x,t) dt

Qan

|Fn+p (x) — Fn(x)| <

An+p

La suite (F ) est donc uniformément de Cauchy, on en déduit qu’elle converge uniformément sur X. Sa
limite simple (limite de convergence simple) étant F, il vient que F € C°(X, R). O
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Théoréme 3.10. Soient X C RS, un ouvert non-vide, , 1 C R, un intervalle non-vide, et f : X x I C—U> R
telle que pour tout i € [1,d], f admet une dérivée partielle continue par rapport a x; pour tout point de X x L
Si l'intégrale sur 1 de t — f(x,t) converge uniformément sur X et si pour tout i € [1, d], l'intégrale sur I de
t— ;—)fi (x, t) converge uniformément sur X, alors la fonction définie par :

F: X XRZXHJ f(x,t) dt (3.3.14)
I
est de classe Ct sur X, et on a : oF 3
f
=| —(x,t)dt. 3.3.15
0 | 5 06 (3:3.15)
Démonstration. EXERCICE. O

3.3.3 Théoréme de Fubini

Théoréme 3.11 (Théoréeme de Fubini, version CDI 1). Soit f: [«, ] x [a, b] C—0> R. Les fonctions :

b
F:[cx,[%]—)R:xHJ f(x,t)dt

% (3.3.16)
G:[a,b]—)R:tHJ' f(x,t)dx

02

sont continues sur leur segment de définition, et on a :

B b
J F(x)dx:J G(t) dt. (33.17)

Démonstration. Par la Proposition on sait que F, G sont continues sur leur segment de définition. On
pose :
X

Hi:[o, Bl 2 R: X — J F(x) dx (3.3.18)
b X
Hy: o, Bl > R: X — J J f(x,t)dxdt (3.3.19)

Par CDI 1, onsaitque H; € C!([«, B], R) avec Hi(x) :F(x).ParlaPropositionontrouve H, € CY([w, B],R)
avec H5(X) = [0 22 [X f(x,t) dxdt = [D f(X,t) dt = F(X).

a 3x,
On en déduit H{(x) = HJ}(x), ou encore H{(x) — Hj(x) = 0, ce qui indique que la fonction H; — H; est
constante sur le segment [, B]. De plus, on trouve :
b

Hi (o) :JOLF(X) dx=0 :J 0dt = Hy (). (3.3.20)

On adonc H; —H; =0, ou encore H; = H:sur [, B]. En parctliculier, Hi () = Ha(B), ce qui est précisément :
JB F(x) = Hi(B) = Ha(B) = Jb JB f(x,t)dxdt = Jb G(t)dt. (3.3.21)

« aJa a .
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Théoréme 3.12 (Théoreme de Fubini, version CDI 2). Soient [, 3], un segment, I C R, un intervalle

non-vide, et T : [a, B] x I C—0> R telle que 'intégrale sur 1 de t — f(x,t) converge uniformément sur [o, 1.
Alors :

1. la fonction F: &, ] = R:x — fI f(x,t) dt est continue sur [, B];
2. lafonctionG:1 - R:t— fi f(x, t) dx est continue sur I;
3. G est d’intégrale convergente sur 1.

De plus, ona :

B
j Fix) dx :j G(b) dt. (3322)
I

Démonstration. F et G sont continues sur [«, B] par la Proposition [3.2) et le Théoreme 3.9/Fixons & > 0. Soit
([an, bn])n une suite exhaustive de segments de I. Par convergence sur I uniforme sur [«, 3] de l'intégrale
de t — f(x,t),il existe N, € N tel que:

bn
vn >N, :Vx € [o B : J f(x, 1) dt—J o tdt) < 5 ¢ . (3.3.23)
an I -
On en déduit :
B rbn B Bl rbn
J J f(x, 1) dtdx—J J f(x,t) dtdx <J J f(x,t) dt—J f(x,t)dt|dx < (p—«) =¢. (3.3.24)
o Jan o JI « |Jan I -
Par le théoreme on peut écrire :
B by bn B
J J f(x,t)dtdx = J J f(x,t) dx dt. (3.3.25)
Prenons alors n > N, on observe :
B rbn B bn B B
£> J J f(x,t) dtdx—J' J f(x,t)dtdx| = J J f(x,t) dxdt—J J f(x,t)dtdx (3.3.26)
x Jan o JI an, Jx o JI
le B
= J G(t) dt—J F(x)dx|. (3.3.27)
Cela fournit la convergence de l'intégrale de G sur I, et le fait que :
B
J G(t)dt :J F(x) dx. (3.3.28)
I [
O

3.3.4 Criteres de convergence uniforme d’intégrales
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Théoreme 3.13 (Equivalent du critere de Weierstrass des séries sur les intégrales). Soient X # 0, I C R,
un intervalle non-vide, et f : X x I — R telle que pour tout x € X, on a t — f(x,t) R-int sur tout segment de 1.
On suppose qu’il existe une fonction @ : 1 — R abs-int sur 1 telle que :

V(x,t) € X x I:|f(x, 1) < (1) (3.3.29)

Alors l'intégrale de t — f(x, t) converge sur I uniformément sur X.

Démonstration. Fixons x € X. La fonction t — f(x,t) est abs-int sur I par le critere de comparaison avec ¢
(Proposition [2.21). Puisque ¢ est abs-int sur I, pour ¢ > 0 fixé, il existe K, C I segment tel que :

VK C I'segment : (KE CK=

J e(t) dt—J' e(t) dt‘ < e) . (3.3.30)
K I

Pour x € X,K C I segment t.q. K C K, écrivons :

Jbe f(x, 1) dt ,J f(x, 1) dt

ae I

ae sup I
J f(x,t) dt+J f(x,t) dt

infI be

J f(x, t) dt—J f(x, t) dt (3.3.31)
K. I

Qe

a; sup I
gJ HMJH&+J |ﬂnﬂdqgj

sup I
(p(t)dt+J et)dt  (3.3.32)
infI be infl b

<g, (3.3.33)

L e(t)dt —J e(t)dt

€

par choix de K,. On a donc bien la convergence sur I uniforme sur X de t — f(x, t). O

Théoréme 3.14 (Equivalent du critére d’Abel des séries sur les intégrales). Soit I = [a,b), oft a < b <
+o0. Soient X # 0, et I C R, un intervalle non-vide, et f, g : X x I — R tels que :

— Vx € Xt f(x,t) et t — g(x,t) sont R-int sur tout segment de 1;

— M Z0aeltg VT € Livxe X:|[{ flx, ) dt| < M;

— t— g(x,t) converge vers 0 en décroissant en b~ uniformément par rapport i x.
Alors t — f(x,t)g(x, t) est d’intégrale convergente sur 1 uniformément sur X.

Démonstration. Soit ([an,bn])n une suite exhaustive de segments de I. Puisque I = [a, b), il existe N € N tel
quepourn > N,ona an = a.Pourx € X,n,p € N, écrivons :

bn

bnt by Cn,p (%)
J " f(x, t)g(x, t) dt fJ f(x, t)g(x, t) dt — J " f(x, t)g(x,t) dt = g(x, bn)J "t t)dt, (33.34)
a a bn bn
par la seconde formule de la moyenne. On en déduit alors :
bn+p bn
J. f(x,t)g(x,t)dt — J f(x,t)g(x,t)dt| < 2g(x,bn)M. (3.3.35)

Par hypothese, on sait que g(-, by ) converge vers 0 uniformément par rapport a x. On sait donc qu’il existe
N, € Ntel que pour x € X,n > N¢,ona 0 < g(x,bn) < 537 Finalement, on en déduit :

b by
J f(x,t)g(x,t) dt—J f(x,t)g(x,t)dt

a a

n>N.:¥peN:¥xeX: <e. (3.3.36)
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En faisant tendre p — +00, on obtient bien :

b'l
J f(x,t)g(x, t)dt —J f(x,t)g(x,t)dt
I

a

vn >N, :Vx e X: <e. (3.3.37)

On en déduit alors que t — f(x,t)g(x, t) admet une intégrale convergente. O

3.4 Application a la régularisation et a I’'approximation a une dimen-
sion

3.4.1 Fonctions a support compact

Définition 3.15. Soient QO C R ouvert non-vide, f : QO — R. On appelle le support de f 'ensemble :
suppf:=adh{x € Qtq. f(x) #0} (3.4.1)

Remarque. Le support est le plus petit fermé contenant tous les points ot f ne s’annule pas. De méme,
Q \ supp f est le plus grand ouvert inclus dans I'ensemble dans I'ensemble des points de Q ou f s’annule.

Proposition 3.16. II existe une fonction ¢ : R — R de classe C*° sur R, définie positive sur R, de support
[—1,1] et telle que :

J e(x)dx =1. (3.4.2)
R

Démonstration. Soit la fonction h définie par :

_x—2 i 0
h:R—)R:XH{eXp( x7F) six>0 (3.4.3)
0 sinon
On observe que h est de classe C* sur R et R . Egalement, on a:
Py (x) _
h (x) = ;Zsk exp(—x Y, (3.4.4)
avec Py € R[x], et donc les dérivées sont telles que :
Vk>1:h®x) —— 0=h®(0) (3.4.5)
x—0
De plus, on a supp h = R*. Posons alors :
p:R—-R:x~ h(l—x)h(1+x). (3.4.6)

p est toujours C* sur R, et est de support [—1, 1]. Par positivité de p et par minoration de p par une fonction
= 0 sur un fermé contenu dans [—1, 1], on peut dire que :

= J p(x)dx = 0. (3.4.7)
(=11]
11 suffit ensuite de poser :
0= (3.4.8)
o
O
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Corollaire 3.17. Soit « > 0. La fonction ¢  définie par :

Ox R = R:x— a@(ax) (3.4.9)

est positive, de support {—&, é] , de classe C*°, et d’intégrale valant 1.

3.4.2 Produit de convolution

Proposition 3.18. Soient f,g: R — R telles que :
— fest R-int sur tout segment de R ;
— gest COsur R et a support compact.

Alors, pour tout x réel, les fonctions :

t— f(x —t)g(t) et t— f(t)g(x —t) (3.4.10)

sont abs-int, et on a :

J f(x —t)g(t)dt :J' f(t)g(x —t) dt. (3.4.11)
R R

Démonstration. La fonction g est de support compact. Donc il existe un segment [a, b] tel que :
vx € R\ [a,b]: g(x) =0. (3.4.12)

La fonction g est de plus continue sur un compact, donc bornée par M 2 0. On peut alors écrire pour tout
x,teR:
[f(x —t)g(t)| < M|f(x — t)| Tjagecp)- (3.4.13)

Par comparaison, on en déduit que |g(t)f (x— t)| est R-int sur R. On sait alors que f(x — t)g(t) est abs-int
sur R, et par changement de variable, on trouve :

J f(x —t)g(t)dt :J f(t)g(x —t)dt (3.4.14)
R R

O

Définition 3.19. On appelle produit de convolution de f par g la fonction définie par :

f*g:R—>R:x»—>J

f(x —t)g(t)dt = J f(t)g(x —t) dt. (3.4.15)
R

R

Proposition 3.20. Soientk € N*et f: R <, R, R-int sur tout segment. La fonction (f * @) est de classe C*®
surR,etona:
vn e N: (fx @)™ = fx (@)™, (3.4.16)

Démonstration. Fixons [a, b] un segment de R. Prenons x € [a, b] et k € N*. On peut écrire :
b++

(f % @x)(x) :JRf(x—t)(pk(t) dt:JRf(t)(pk(x—t) dt:J ) f(t) ek (x —t) dt. (3.4.17)

a—i
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On sait que t — f(t)@y(x — t) est de classe C° car f est C° par hypothése, et @y est de classe C*. De plus,
on sait que t — f(t) @y (x —t) est dérivable en x, ce qui donne :

d
a(f(t)‘Pk(X*t)) = ft)or(x —1). (3.4.18)
Par la Proposition on sait que (f x @) est de classe C!, et on peut écrire :
d b+% b+%
F J f)p(x—t)dt | = J f(t)er(x —t)dt = (f * @) (x). (3.4.19)
a1 a1l

En appliquant le résultat par récurrence, on obtient (f * @y ) de classe C* et :
(f * (pk)(n) (x) = (f * ((p](("])> (x). (3.4.20)
O

Proposition 3.21. Soit f : R R, Alors :

CV U sur tout cpct de R

5 o o (3.4.21)
Démonstration. Fixons [a, b], un segment de R. Prenons x € [a, bl et k > 1, et calculons :
(F+ 00x) = x) = | flx—toult)de—rx) | ocltdt, (3422)
car @x(t) est d’intégrale valant 1 par le Corollaire On sait donc :
(f* @)(x) —f(x) = JR (f(x —t) — f(x)) @i (t) dt. (3.4.23)

On sait que f est C® sur [a — 1,b + 1] 3 x — t par hypothese. Par le théoreme de Heine, on sait que f est
uniformément continue sur [a — 1, b + 1]. Soit ¢ > 0. Il existe 1 > 0 tel que :

Vzi,z0 € la—1,b+1] :|z1 — 20| < = |f(21) - f(zz)| < E. (3.4.24)
On observe ensuite : ]
|(f * Q) (x) — f(x)} = |J 1 (f(x —t)— f(x)) e (t) dt]|. (3.4.25)
Pour k tel que £ <mn,ona:
11
Vt € (—k, k) F(x) = f(x —t)| < e. (3.4.26)
Des lors, pour de tels valeurs de k, on trouve :
|(f>i<(pk |—Jk | (x,t) —f(x |(pk t)dt geJ'k er(t)dt =ce. (3.4.27)
1 _1
Ainsi, quel que soit [a, b] C R, on sait :
Ve >0:3K, € Nt.q.Vk > K, : sup |(f * Q) (x) — f(x)| <e. (3.4.28)
x€la,b]
O
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K
Proposition 3.22. Soit f: R S5 R Alors :

CV U sur tout cpct de R

Vs € [0,K] : (f % @) £(s), (3.4.29)

k—+o00

Démonstration. Remarquons par un raisonnement similaire a la Proposition que (f * @) (s) = £(s) 4 ¢y,

et appliquons la Proposition O
Théoréme 3.23. Soit [a,b] C R, un segment et soit f € C°([a, b], R). Alors :

Ve >0:3P € Rix] t.q. sup |f(x) — P(x)| <. (3.4.30)
x€la,b]

Démonstration. Premiérement, on étend f sur [a —1, b+ 1] en y ajoutant les segments définis par les couples
((a—1,0),(a,f(a))) et ((b,f(b)), (b +1,0)). Ensuite, par translation et homothétie, on envoie f sur le seg-

ment |+1.

Pour k > 1, on pose :

ok .
gk:R%R:XH{(l )T st <1 (3.4.31)
0 sinon
On remarque que gx € C°(R, R) a support compact et [, gk (x) dx = ay = 0.
On peut alors définir :
hy = e (3.4.32)

Kk

hy est continue sur R, a support compact et d’intégrale valant 1. Etant donné que pour x € [-1,1], on a
x2 < x, et donc —x2> —X, on peut écrire :

1 1 1
o = J (1—x>)kdx = ZJ' (1—x%)kdx > 2J (1—x)dx = L. (3.4.33)
De plus :
V6 € (0,1) : hye — (3.4.34)
[=1,1]\[-5,8]
En effet, pour|x| € [5,1], ona: x* € [62,1%] = [6%,1] D [§,1], etdonc 1 — x? € [0,1 — 82]. Et donc :
1—2)%  (1-8)%  k+1
() = L5 O=8)F ktly e (3.4.35)
o o 2 k—+00
avec le majorant 1 (1 — §%)* ne dépendant pas de x. La convergence est donc uniforme.
Pour x € R, k € N*, posons :
fie(x) = % hy(x). (3.4.36)
Observons que si x € [j:%] , alors :
1
Vt € {iz} C(x—t) e [=1,-1], (3.4.37)
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et donc:

- a2 k 2p
Vi, x € [iﬂ The(x —t) = % = kZ:O Qi p ()XP, (3.4.38)

avec les ay () venant des coefficients du bindme de Newton.

Ainsi, fy 1] est une fonction polynémiale de degré inférieur ou égal a 2k.
2

f est continue sur R et a support dans [i%} , donc elle est :

— bornée par M = Osur R;
— uniformément continue sur R[]
Fixons ¢ > 0. Il existe 1 > 0 tel que:

¥x,y € R:lx —y| <n :>|f(x) —f(y)| <e. (3.4.39)

Pour x € [i%} etk > 1, écrivons :

fr(x) —f(x) = J f(x — t)he(t) dt — f(x) J he(t)dt = J (f(x —t)— f(x)) hy(t) dt. (3.4.40)
R R R
En prenant la valeur absolue, on trouve :
- T —+o00
|fic(x) — f(x)] gj yf(x—t)—f(x)|hk(t)dt+J [f(x —t) — f(x)] hu(t dt—i—J [f(x —t) — f(x)| hi(t) dt
—00 -n n
(3.4.41)

-n
:J [f(x —t) — f(x)] hu(t dt—i—J [f(x —t) — f(x)| T (t dt—l—JHx—t ) — f(x)| he(t)
-1 n n

(3.4.42)
< 2M[hucl oo 1, -my + € Fn i (1) dt + 2M [ huc| o 11 (3.4.43)
<AM|hi| g 1) + & (3.4.44)
et le majorant ne dépend pas de x € {j:ﬂ .

Des lors, en choisissant k. tel que Vk > ke :[[hi ||, ;1) < g3/ alors il vient que

Vk >ke: sup [fi(x) — f(x)] < 2e. (3.4.45)
x€[=3.3]

O

1. ~ théoreme de Heine.
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Chapitre 4

Critere de compacité en dimension
infinie : le théoreme d’Arzela-Ascoli

4.1 Rappels de topologie métrique

4.1.1 Densité et séparabilité

Définition 4.1. Soit (X, d) un espace métrique, et soit A C X. On appelle adhérence de A 1'ensemble :

adhA = () F. (4.1.1)

F fermé

FDA

adh A est, par construction, le plus petit (au sens de I'inclusion) fermé de X qui contient A.
Remarque.
— x € Xestdans adh A si et seulement si Ve > 0: B(x, e[NA #0;
— l'ensemble adh A peut également étre défini par I’ensemble des limites de suites de A qui convergent
dans X.
Définition 4.2. Soient X # () et A C X. On dit que A est dense dans X lorsque adh A = X.
Définition 4.3. L'ensemble A est dit dénombrable lorsqu’il existe ¢ : N — A bijective.
Définition 4.4. Soit (X, )n une suit de X. On dit que x* est une valeur d’adhérence de (x) lorsqu’il existe une
sous-suite (Xy,(n))n de (xn) qui converge en x*.
Définition 4.5. Une suite (xn )n est dite dense dans X lorsque 'ensemble de ses valeurs d’adhérence dans X
est X.
Définition 4.6. Un espace métrique (X, d) est dit séparable lorsqu’il possede une suite dense.

Proposition 4.7. Soit (X, d) un espace métrique. Il est séparable si et seulement si il admet une partie dense
finie ou dénombrable

Démonstration. Soit (xn)n une suite dense dans X. La partie A définie par :

A= Jn}={xntqneN} (4.1.2)
neN

est finie ou dénombrable, dense dans X par définition.

Soit maintenant A dense dans X. Différencions les cas ot A est finie et ot A est dénombrable.
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— si A = {xq,...,xn} est finie, alors X = {xq,...,xn} = A, et la suite (xq,...,XN,X0,...,XN,X0,...) €st
dense dans X;

—si A = {xq,...,xNn, -} = UpeniXn} est dénombrable, alors la suite (xo, xo, X1, X0, X1, X2, X0, . ..) est
dense dans X.

O

Exemple 4.1.

— A = Q est dénombrable (et dense) dans R, et donc (RR,|.|) est séparable;

— A = Q¢ est dénombrable (et dense) dans Rd et donc (R,||.||) est separableﬂ
Définition 4.8. Soit X dénombrable. On appelle énumération toute bijection ¢ : X = N

Proposition 4.9. Soit A C R9. Alors A est séparable.

Démonstration. Montrons qu’il existe une partie dense dans A finie ou dénombrable. Soit (xq)qu, une
énumeération de Q4. Pourn > 1,ona:

Ac |JBlxgn =R, (4.1.3)
qeN
par densité de Q¢ dans R4.
Pour n > 1, notons
Cp = {q € Ntq. B(xq,n '[NA # 0} CN. (4.1.4)
On sait donc que Cy, est fini ou dénombrable. Pour toutn > 1, et q € Cy,, on peut choisir :
Ungq € Blxq,n [NA. (4.1.5)
Pour n > 1, on pose alors :
U {yna} #0, (4.1.6)
qECn
fini ou dénombrable, et donc :
X:=[J Xn (4.1.7)
nenN

est non-nul, fini ou dénombrable.
Il reste a montrer que X est dense dans A.
Soient x € A et ¢ > 0 fixés. Il existe ng € N* tel que ng > 2. Ainsi :

xe€AC U (xq, Mo 1L (4.1.8)
qeN

Dong, il existe o € N t.q. ||x —xq,|| < n%, < 5. De plus, on peut dire que yn,q, € Xn C X. De plus, pour
Yngq € X:

1
[ =ynall <lx =xql| +[[xq0 = Ynall < % + o <& (4.1.9)

O

1. La norme n’est pas précisée ici car dans R™, toutes les normes sont équivalentes.
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4.2 Lespace C)(X,R)

Définition 4.10. Soit X ¢ R4 non-nul. On définit :
CY(X,R) := {f € C°(X,R) t.q. f est bornée}. (4.2.1)

Proposition 4.11.
1. (CY (X,R),|||l.0) est un espace vectoriel normé ;
2. CY(X,R) est un fermé de (B(X,R),[||| ) ;
3. CY(X,R) est complet.

Démonstration.
1. EXERCICE.
2. Soit f, € CY(X,R) t.q. :
3f € B(X,R) t.q. fn % f. 4.2.2)

f est limite sur X d’une suite de fonctions continues sur X. Donc f € C% (X,R), et donc C%(X, R) est
fermé dans B(X,R).

3. CY(X,R) est fermé dans (B(X,R),||-||oo) qui est complet, donc CY (X, R) est complet.
Proposition 4.12. Soit X C R%. Si X est compact, alors C? (X,R) = C°(X,R).

Démonstration. On sait que C% (X,R) C C°%(X,R) pour tout ensemble X. Prenons f € C%(X,R). Une fonction
continue sur un compact est bornée, du coup f € C? (X, R), et donc C°(X,R) C C (X, R). O

Définition 4.13. On note P([a, b]) 'ensemble des fonctions polynomiales définies sur [a, b] a valeur dans
.Proposition 4.14.
1. ?([a,b]) € C%[a,b],R) = CY([a,b],R);
2. P([a, b)) est dense dans (CO ([a, b, R) ,||-||Oo).

Démonstration.
1. EXERCICE.

2. Weierstrass.
Corollaire 4.15. (CO ([a, b, R) ,||-||Oo> est séparable.

Démonstration. Q[x] est dénombrable et dense dans (CO ([a, b},R) ,||HOO) En effet, si f € C%[a,b],R) et
¢ > 0 sont fixés, alors par Weierstrass, il existe P € R[x] tel que :

If =Pl < < (4.2.3)

E.
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On peut écrire P sous la forme :

P=) axk, ay € R. (4.2.4)

Par densité de Q dans R, il existe by, ..., bx € Q tels que :

£

max |a; — bi| < . (4.2.5)
€0dl 25 e X[
Posons :
d
Q=) bix¥, (4.2.6)
k=0
le polyndéme associé a ces coefficients. On trouve alors :
d €
IP=Qllw < D la —bullx[* sup > ; x| (4.2.7)
x€la,b] €la,bl =9 2SUPy /¢ [a b] > oY

¢ 3 sup le\ (4.2.8)

2Supxe[a,b] Zk:O'X‘ x€la,bl x—p

Et finalement, on a :
[f—Qllo <If =Pl +1Q =Pl <& (4.2.9)

4.3 Théoréme d’Arzela-Ascoli

4.3.1 Motivation

Soit X C R% non-vide. X est compact si et seulement si il est fermé et borné.

Dans l'espace vectoriel normé (E,||-||) = <C0 ([a, b, R) [l ) la suite :
fr:10,1] = R:x — x* (4.3.1)
est bornée car pour tout k € N, on a||fx||,, < 1. Cependant, elle n'a pas de sous-suite convergente dans
(CO ([a, b, R) |/l ) En effet, s'il existe ¢ : N — N strictement croissante, f € C telle que :
ll-lloo
Tom) P f, (4.3.2)

alors f: [0,1] — R :x ~— I;,_1] € C°([0,1]), ce qui est une contradiction.

L’objectif du théoreme d’Arzela-Ascoli est de donner un critére (condition suffisante) pour qu'une partie
de (CO ([0,1], R) ,H||Oo) soit d’adhérence compacte.
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4.3.2 FEnoncé et démonstration

Définition 4.16. Soient X C R4 non-vide, B ¢ F(X,R), une partie de I'ensemble des fonctions X — R. On
dit que B est équicontinue sur X lorsque :

Ve>0:3n>0tq.VfeB:Vx,yeX: <||x—y|| <n=|f(x) —fly)| < s). (4.3.3)

Remarque. Lorsque X = [0,1] et B C (C' (X,R),||‘[|o), i IM Z 0t.q.Vf € B : [|f’|, < M, alors B est
équicontinue sur X. En effet :

Vf € B:Vx,y € X:[f(x) — fly)| < Mx —yl, (4.3.4)

par le théoréme des accroissements finis. Dés lors, 1 = 57 convient.

Théoreme 4.17 (Théoréme d’Arzela-Ascoli). Soient A C R® compact et B C (C° (A, R),||||,) non-nul. Si
B est bornée (pour ||-||, ) et équicontinue, alors B est d’adhérence compacte.

Remarque. Cela ameéne que pour toute suite de points de B, on peut extraire une sous-suite qui converge
dans adh B c C°(A,R).

Démonstration. A C RY est compacte et donc séparable. Soit C une partie dénombrable ou finie dense dans
A.

— Si C est finie, alors C = {x1,...,xx} pour k € N* et A = C. Soit (fn,)n C B. La suite (fr,(x1))n C Rest
bornée (car B est bornée) et admet une sous-suite (f, (n)(x1))n C R convergente dans R.
La suite (fy,(n)(x2))Jn C R est bornée donc admet une sous-suite (f(p,0q,)(n)(X2)) convergente
dans R. En réitérant jusque k, on trouve @1,...,@x : N — N strictement croissantes et il existe
f(x1),...,f(xn) € Rtels que:

Vie [[1/ k]] : f(ﬁplo...owk)(n] (i) — f(xi). (4.3.5)

n—+oo

On a alors f € C°(A,R), et on a bien :

Hf((plo...o(pk)(n) — fHOO’A = ig&%ﬂ flprom0pw)(n) (Xi) — F(xi) P 0. (4.3.6)
— Si C est dénombrable, on pose (x,) une énumération de C. Soit (f,) C B. La suite (fn(xg)) est
bornée dans R car B est bornée et donc admet une sous-suite convergente , que I’'on note (ff ) (x0))n.-

Cette sous-suite est réelle et bornée donc admet une sous-suite convergente que 1’on note (f;1 ) (x1))n-

En réitérant, on trouve une suite d’extractions (fﬁk))k telle que f%k) = fipkk_(il)], avec @; strictement

croissante pour i > 0. Pour tout k naturel, on pose :
k
g = . 4.3.7)

(gx )k est une extraction diagonale de Cantor. De plus, la suite (gy )k est une suite extraite de (fy)n.
Pour tout p naturel, la suite (gx(xp))x converge donc vers f(x,,) car :

Ve gelxp) = £ (xp), (4.3.8)
et donc (g (xp))k est extraite de (fl(f) (xp))k avec:

B0 (p) T Flxp). (439)
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Montrons maintenant que la suite (g )« est uniformément de Cauchy sur A. Fixons ¢ > 0. Soitn > 0
le module d’équicontinuité de B pour ¢. Ecrivons :

Ac|JB <y2[ (4.3.10)

yeA

Par compacité de A, on sait qu’il existe un recouvrement fini, et donc q € Netyy,...yq € A tels que:
‘ n
AC H B (yj, 2 { (4.3.11)
Par définition de C (séparabilité de A), on sait :

. n
Vi € [1,q] : 3xp, tq. xp, — v | < 2 (4.3.12)

Les suites (gi(xp,))x convergent dans R pour i € [1,q] et donc de Cauchy. Puisqu’elles sont en
nombre fini, il existe N € N tel que :

<e. (4.3.13)

Vm,n = N :‘gm(xpj) - gn(xpj)
Soit x € A. Par compacité de A, il existe j € [1, q] tel que Hx —Vj H < 7, et:

< 2% —n. (4.3.14)

HX —xp; || <[P =i +Hyi — %p,

Pour m,n > N, on trouve donc:

|9m () = gn ()] < |gm (X) = G (xp, )| +|gm (xp,) = G 63, )| +|gn (x5, ) — g ()| < 36, (4.315)

par Cauchy et équicontinuité. On en déduit que la suite (g )n est de Cauchy dans (C° (A, R),||||,)-
O
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Deuxieme partie

Equations différentielles
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Chapitre 5

Conditions suffisantes d’existence et
d’unicité de solutions

5.1 Equations différentielles - forme normale - réduction a I’ordre 1

5.1.1 Généralités

Définition 5.1. On appelle équation différentielle toute relation de la forme :
Fit,y(t),y™M(),...,y" () =0 tel, (5.1.1)

ou:
— Testunintervallede R;
— F:IxQpx 0O x...Q0p, = Rest une fonction;
— Qp,Q4,...,Q, sont des ouverts de R%.
y:J C I — RY est une fonction inconnue définie sur un intervalle ] inconnu également et p fois dérivable
sur J, telle que :
vte]:vie[o,p]:yit) €, (5.1.2)

et dont les dérivées sont liées par I'équation (5.1.1).
Définition 5.2. Une équation différentielle est dite résoluble lorsqu’elle peut étre mise de maniére équiva-

lente sous forme normale :
y®PI () —f(ty(t),...,yP V() =0, (5.1.3)

ouf:IxQpx...xQp_1—Qp.
5.1.2 Réduction a l’ordre 1

Remarque. Une équation sous forme normale (5.1.3) est équivalente & I'équation d’ordre 1 Y/(t)—G(t, Y(t)) =
0,ou:

Yo(t)
yl(Jl()t()t) Y(l)(t)
Y(t) = : et G(t, Y1) = : . (5.1.4)
y(p—.l)(t) Yp—1(t)
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Remarque. Toute équation différentielle résoluble étant équivalente a une équation différentielle d’ordre 1,
on étudiera uniquement ces derniéres, et cela permettra de résoudre les autres, sans perte de généralité.

5.1.3 Probleme de Cauchy

Définition 5.3. On se donne un équation différentielle (ED) d’ordre 1 résoluble :

y'(t) = f(t,y(t), (5.1.5)

avec :
— f:IxQ—RY;
— I C Runintervalle;
— 0O Cc RY, un ouvert.

On appelle donnée de Cauchy tout couple (to,yo) € I x Q.

On appelle probleme de Cauchy le fait de chercher ] C I un intervalle ety : ] — R tels que :

vte]:y'(t) = fty(t

J:y'(t) = f(ty(t) (PO)
y(to) = yo

5.1.4 Formulation intégrale

0
Proposition 5.4. Sif € CO(I x Q,R%), alorsy : ] < Q, avec tog € J est solution de (PC) si et seulement si :

t

vteTJ:y(t) =yo —&—J' f(s,y(s)) ds. (5.1.6)

to

Démonstration. Supposons d’abord y solution de (PC). Alors :
vte]:y'(t) = f(ty(t). (5.1.7)

Par dérivabilité de y sur J, on sait que y € C°(J). Puisque y est a valeurs dans Q, on sait que f € C°(I x Q)
avec | C L La fonction t — f(t,y(t)) est donc continue sur J. Ainsi, y’ est continue sur J, et donc y €

Cl(J,R%),etona:
t

y(t) —ylto) :J y'(s)ds, (5.18)

to

ou encore : t

y(t) =yo+J f(s,y(s))ds. (5.1.9)

to

Maintenant, supposons que y vérifie (5.1.6). Puisque y € C°(J, Q), la fonction s — f(s,y(s)) est continue
sur J. Elle est donc intégrable, et t — f:o f(s,y(s)) ds est de classe C! sur J. On a alors :

% Jt f(s,y(s))ds = f(t,y(t)). (5.1.10)

to

Par hypothése, on a:
t

y(t) =yo+J f(s,y(s))ds. (5.1.11)

to
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Deés lors, en dérivant terme a terme, on trouve :

y'(t) = f(t,y(t), (5.1.12)
etonadeplus:
y(to) yo+£0 f(s,y(s))ds =yo + 0 = yo. (5.1.13)
0
y est donc bien solution de (PC). O

5.2 Existence et unicité locales

5.2.1 Théoreme du point fixe de Banach

Définition 5.5. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. f : X — Y est dite contractante lorsque :
Jk €[0,1) t.q. Vx,y € X: dy(f(x), f(y)) < kdx(x,y). (5.2.1)

Théoréme 5.6 (Théoreme du point fixe de Banach). Soient (X, d) un espace métrique, A C X une partie
complete non-vide et f : A — A contractante sur A. Alors :

— f admet un unique point fixe a* € A;

— Vxo € A, la suite X, = f(xn_1) converge dans A en a*.

Démonstration.
— Montrons d’abord I’existence de a*. Fixons xg € A. La suite x,, = f(x,,_1) est bien définie dans A (car
f(A) C A). Observons que :

Yn e N:x, =1 (xo). (5.2.2)
Soient n, p € N. On calcule :
d(xn+p/ Xn) < d(xn+p/ Xn+p71) + d(Xnerfl/ Xn+p72) + .o+ d(Xnt1,xn) (5.2.3)
<K d(xni1,%n) + kP2 d(Xn g1, Xn) F -+ (X1, Xn) (5.2.4)
1—kpP
< 1—k d(Xni1,%Xn) < md(xn+]lxn) (5.2.5)
1

< ——Kk" 2.

< 1—kk d(x1,%o) mol (5.2.6)

et ce, indépendamment de p. La suite (x )n est donc de Cauchy, et par complétude de A (hypothese),
on sait que (xn )n, converge dans A. Appelons cette limite a*. On a alors :

a*= lim xp= lm f(xn_1)="(a"). (5.2.7)

n—+oo n—+oo

Le point a* est donc un point fixe.
Montrons ensuite "'unicité de ce point fixe. Soient x,y € A deux points fixes de f. On sait alors :

x = f(x) et y = f(y). (5.2.8)
Or, puisque f est contractante, on sait :

d(x,y) = d(f(x), f(y)) < kd(x,y), (5.2.9)
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ou encore :
(1-k)d(x,y) <O. (5.2.10)

Or on sait que 1 —k = 0. Doncon a d(x,y) < 0, et donc d(x,y) = 0, ce qui par séparabilité des points
d’une métrique implique x = y.

— On a vu que xn = f(xn_1) était convergente pour toute valeur initiale de x¢. Or, on sait également
que le point fixe de f est unique, et donc pour tout x, la suite x, = f(xn—1) converge vers a* cet
unique point fixe.

O

Corollaire 5.7. Soit A une partie non-vide et compléte d’un espace métrique. Soit f : A — A. Si f admet une
puissance contractante, alors f admet un unique point fixe a* dans A.

Démonstration. Soit n € N* tel que f™ est contractante. Par le théoréme de Banach, on sait que f™ admet un
unique point fixe a* sur A. On peut alors écrire f™(f(a*)) = f(f"(a*)) = f(a*). Donc f(a*) est un point fixe
de f™. Et par unicité, on sait que f(a*) = a*.

Soit a € A un point fixe de f. Cela veut dire a = f(a) = f(f(a)) = ... = f™*(a). Donc a est un point fixe de
f™. A nouveau, par unicité, a = a*. O

5.2.2 Cylindres en espace-temps

Définition 5.8. Soit f: I x Q — R4, o1 I C R est un intervalle et Q C R4 est un ouvert.

On dit que f est lipschitzienne en espace sur I x Q lorsqu’il existe M 2 0 tel que :

vtel:vx,y e Q:|f(t,x) —f(t,y)|| <Mlx—y. (5.2.11)

On dit que f est localement lipschitzienne en espace sur I x Q) lorsque :
V] x K C I x Q compact IM(],K) t.q. Vt € ] : ¥x,y € K:||f(t,x) — f(t,y)|| < M(],K)[x =y . (5.2.12)

Définition 5.9 (Définition équivalente de localement lipschitzien). f: I x Q — R% est localement lipschit-
zienne en espace lorsque :

V(t,x) € Ix Q:3IM 20,1 x Q compacts C I x Q t.q. (5.2.13)
(to,xo) € Ix QetVt e I:Vx,y € Q:|f(t,x) — f(t,y)|| < M[x -y (5.2.14)

Proposition 5.10. Si f € CHI x Q,R), avec I C R, et QO C RY, tous deux ouverts, alors f est localement
lipschitzienne par rapport a x (en espace).

Démonstration. Soientt € I,x € Q. On choisit d = 0 tel que (t—95,t+8) C Iete > 0tel que B(x,e[C Q. La
fonction (t,x) — d f(t, ')st continue sur [t — %, t+ %] x B (x, %} compact car f est CL. En particulier, elle

est bornée, donc il existe M 2 0 tel que :
[lde £(t, )] < M. (5.2.15)

Soientyy,y € B (x, %} deux valeurs en espace, et t € [to + %} une valeur en temps. On a alors :

1

of
St dy = | o Tt ) 2 —u) ds, (52.16)

Y2

f(t,y2) — f(t,y1) = (v2 —Ul)J
Y1
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que I'on peut majorer en norme par :

1 1
It 2) = 1ty < | [dyssamarys 70w =) ds] < | Milye —wallds =Ml —wall. -~ 5:217)

O

Définition 5.11. Pour tout ty € R,yo € R4, {, v = 0, on appelle cylindre (en espace-temps) centré en (to, yo) de
rayon 1 et de demi-axe { 'ensemble :

S(to,yo, 4, 1) = {(t,y) ERxRIt.q [t —tol < 1lly —yo| < B} . (5.2.18)

Remarque. S(to, Yo, {, ) est un compact convexe de R x R4,

Proposition 5.12. Soit f : [ x Q — RY localement lipschitzienne en espace. Soient (to,yo) € I x Q, ¢, =
0tg. :
S(to,yo, ¢, 1) C I x Q. (5.2.19)

Alors f est localement lipschitzienne sur S(to, Yo, £, ).

5.2.3 Théoréme d’existence et d’unicité locales

Proposition 5.13. Soient f : ] x QO — RY localement lipschitzienne en espace, (to,yo) € J x Q. Il existe
¢, = 0tels que :

(1) S:= S(tOIUOIZrT) C ] xQ;

(i) fflloo,s <7

Démonstration. Puisque ] x Q est ouvert, il existe 5, ¢ 0 tels que S(to, Yo, d,€) C J x Q. Posons alors ¢ =,

et:
{—min (s —"0 . (5.2.20)
”f”oo,S(tg,gg,é,e)
Alors { > 0, et on a donc:
1< : < £ , (5.2.21)
||fHoo,S(to,yo,5,s) HfHoo,S(to,yg,e,r]
car { < 4. O

Théoréme 5.14 (de Cauchy-Lipschitz local (TCL local)). Soient | C R un intervalle non-vide et Q C R4

0
ouvert non-vide, f : ] x Q £ R localement lipschitzienne en espace. Soit (to,xg) € ] x Q et {, v 2 0 tels que :

S=S(to,yo, L,T) C ] xQ et 0<i< (5.2.22)

T
flloc,s

Alors :
— ilexistey € C' ([to — ¢, to + {], Q) solution de (PC);

1. La notation dy f(t, -) correspond a la dérivée partielle de f par rapport a sa variable d’espace, évaluée en x. Donc dy, f(t,-) =
5% (tx0)
ox (L *0)-
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— pour tout solution y de (PC)) définie sur 1, intervalle tel que tg € 1:

vte TN [ty £ :y(t) =T(t). (5.2.23)

Remarque. Ce théoreme affirme 1'unicité locale de la solution au sein d"un cylindre de sécurité centré en to.

Démonstration. Construisons une suite (yn)n C C!([to & €], Q) qui converge uniformément sur [ty & {] vers

une solution de (PC).
Notons I = [ty & €] et:
A(l) = {g € CY(L,0) t.q.Vt € I:]|y(t) —yo|| < r}. (5.2.24)

On remarque A(I) € C%(I, Q) et A(I) est fermé dans (CO (LRY),|- ||oo> (et donc complet car fermé dans un
complet). Posons yp = yoﬂ On en déduit donc A(I) # (. Soity € A(I). On pose :
t

vtel:Tyt) =Ty)t) =yo —&—J' f(s,y(s)) ds. (5.2.25)

to

On remarque T(A(I)) C A(I). En effet : Ty est continue sur I car de classe C'. De plus :

max(tg,t)
vt e 1:||Ty(t) —yof| < J . Hf s,y(s))|| ds <t —tol[| ]|, e% = (5.2.26)

min(tg,t
Soient yi,y, € A(I). Calculons pourt € I:
t

T(ya)(t) = T(y2)(t) :J (f(s,y1(s)) — f(s,ya(s))) ds. (5.2.27)

to

Soit L une constante de Lipschitz pour f sur S. On trouve alors :

max(to,t)

[Ty (1) = T(y2) (1] < J Llyi(s) —ya(s)|ds < Lelly2 — yal, (5.2.28)

min(to,t)

Montrons alors par récurrence sur p € N* que :

- - LP[t — tof?
vt e 1:||TP(y1)(t) — TP (y2)(1)]| < Tllyl —Yalloor - (5.2.29)

Pour le cas initial p = 1, on vient en effet d’obtenir le résultat. Pour le pas de récurrence, supposons que
(5.2.29) est vrai pour un certain p > 2, et estimons :

max(to,t)
vtel :HTpH(yl)(t) —T”“(gz)(t)H gj ]_||Tv(y1)( ) — TP (ya)( || ds (5.2.30)

min(tg,t)
max(to,t) LP

<[ - vl (5:231)
min(to,t)
LPHt — toP !

= ¥Hw —Y2llo - (5.2.32)

(p+1)!
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Choisissons py € N* tel que LP£P° < py!. L'application TP? est donc une contraction de A(I) dans elle-méme.
Par le théoreme de Banach, elle admet un unique point fixey € A(I). On a alors T(y) =y, et en particulier :

t

vt e l:y(t) =vyo +J' f(s,y(s))ds, (5.2.33)

to

doncy € CY(I, Q) est solution de (PC) par la Proposition

Soit I un intervalle tel que ty € 1, et soit y: T — Q solution de (PC). Notons I = IN1, un intervalle contenant
Tety ’T sont des solutions de (PC), et donc de sa forme intégrale (5.2.33). En particulier,
1

elles sont fixes par T : A(I) — A(I), donc elles coincident sur I (unicité par Banach). O

to. Les fonctions y

Proposition 5.15. Si f € C*(] x Q) ety est une sol de (PC) sur 1 C J tel que to € 1, alorsy € C¥1(1, Q).

Démonstration. On sait que y est de classe C! sur I, et donc y’ est de classe C! par composition de fonctions
Cl. Similairement, on trouve y € C?(I), etc. jusque y € C*. A nouveau, par composition de fonctions C¥,
on trouve y € CK1(I). O

Remarque. On a donc montré que la suite (y )n, de fonctions définie par :

Yo =yYo
{yn+1(t) =yo+ ﬁo £(s,yn(s)) ds (5.2.34)

vérifie : N
L™t — tol
—_—2r.

Vn>1:Vtelto+0:|lyn(t) —yt)| < —

(5.2.35)

Cette reformulation de la convergence des y, vers une solution unique au sein du cylindre permet de
déterminer numériquement des solutions au probléme de Cauchyﬂ

5.3 Existence et unicité locale

5.3.1 Motivation

Soit f € C°(] x Q, R4, localement lipschitzienne en espace. Soit (to, yo) € ] x Q. Appliquons le théoréeme de
Cauchy-Lipschitz (TCL) local a (PC). On obtient Y une solution de (PC) sur un certain segment [ty £ ¢]. On
ato+LeJetY(ty+{) € Q.Onyapplique le TCL local :

Il existe 5 > 0 et Z une solution du probleme de Cauchy (to + ¢, Y(to + {)) € ] x Q sur [(top + £) £ 0]. Les
fonctions Y et Z coincident sur [(tg + £) 4+ 8] N [tg £ 4.

La fonction définie par :

Y(t it<ty+4
Wilty—bto+ 048 > Qitrs d ) sitStod (5.3.1)
Z(t) sinon

est de classe C! sur [ty — £, tg + £ + 5.

2. C’est-a-dire que le premier élément de la suite (yn )n est la fonction constante t — yo.
3. Bien que ce ne soit pas le plus efficace.
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De plus, on remarque :

Y'(t) —— f(tg + 4, Y(tg + 1)), (5.3.2)
t— (to+0)—
ou:
f(to+ € Z(top+4€) = Lim  f(t, Z(t)). (5.3.3)
t— (to+0)+

La solution initiale Y a donc été prolongée de [ty = €] a [to £ €] U [(to + £) £ 0]. Il vient cependant certaines
questions :

— La solution y peut-elle étre prolongée indéfiniment ?

— Peut-elle étre étendue a | tout entier ?

— Existe-t-il un comportement « maximal » que I'on ne pourrait plus prolonger ?

5.3.2 Exemples

1. Prenons | = R, Q = Ry et intéressons-nous au probleme :

4
3

y'(t) = —3sin(y)y(t)s. (5.3.4)

Pour pouvoir appliquer le TCL local, il faut que f : R x RJ : (t,y) — —3 sin(t)y3 soit localement
lipschitzienne et continue. On sait f € C!(] x Q), et donc par la Proposition on sait f localement
lipschitzienne en espace, et est continue.

Par séparation des variables, on résout :

-3 [y‘ﬂ R [—cos(t)]; , (5.3.5)

to

Oou encore : 1
y(t) = : (5.3.6)

; 3
(y03 —cos(t) + cos(t0)>

— Prenons | x Q 3 (to,yo) = (%, %) On a alors :

1
=, 5.3.7
yit) (2— c:os(’c))3 G37)

ol y est une solution du probleme de Cauchy sur R.
— Prenons | x Q 3 (to,yo) = (%,8). On a alors:

yt) = ———3 (5.3.8)

ol Yy est une solution du probleme de Cauchy sur (%, 57“) .
En effet, on observe :

y(t) ﬁ 400 et y(t) — +00. (5.3.9)
-3 t—3
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2. Prenons ] = R;, Q = R et intéressons-nous au probléme :

T2 t

y'(t) = L sin (1) . (5.3.10)

Posons f: Ry x R — R: (t,x) = t2sin(t ). f € CO(R} x R, R) donc le TCL local s’applique.
Note : On remarque également que f ne dépend pas de y. On observe donc que la théorie des équa-
tions différentielles et des problemes de Cauchy comprennent entre autres la théorie des primitives.

Prenons | x Q 3 (tg,yo) = (i, 1). On a alors y(t) = cos(t!) est solution du probleme de Cauchy

sur R . On observe également que y n’admet pas de limite en t — 0, et que :

yt) —— 1 (5.3.11)

t—+o0

5.3.3 Bouts droites et bouts gauches

Définition 5.16. Soient (X, d) un espace métrique et A C X non-vide.

— x € Xest dit adhérent a A lorsque :

Ve > 0:B(x, e[NA # 0. (5.3.12)
— x € Xest appelé point d’accumulation de A lorsque :
Ve > 0: (B(x, e[\{x}) N A #0. (5.3.13)

Définition 5.17. Soient X, Y deux ensembles. Soit f : X — Y. On appelle graphe de f I’ensemble :
e = {(x,f(x) tq.x € X} C Xx Y. (5.3.14)
Définition 5.18. Soity: (o, p) — R" avec:
—00 < & < B < +o0. (5.3.15)

— On appelle bout droit de y tout point d’accumulation de son graphe de la forme (B, z), avec z € RY;
— on appelle bout gauche de y tout point d’accumulation de son graphe de la forme (o, z), avec z € R9.
Remarque. Pour les exemples précédents, on remarque :

] I \ y(t) | bouts gauches | bouts droits |
I=R y(t) = (2 —cos(t)) 3 0 [
=3
1=(3.%) | yv) = (Leos(t) 0 o
[=RJ y(t) = cos(t™1) {0} x [—1,1] 0

5.3.4 Solutions maximales

Soit f: ] x Q — R%, avec Q C R4 ouvert et I C R un intervalle ouvert.
Définition 5.19. Soient y; : I; — Q,i = 1,2, solutions de 1’équation différentielle y'(t) = f(t,y(t)). Soit
(to,yo) € ] x Q tels que y1, Y, soient solutions du probléeme de Cauchy y(to) = yo.

Sur I, on dit que y; est une sur-solution de y; lorsque :
— L1 CI;

— Y1 =yasur 1.
Remarque. On remarque qu’une solution est toujours sur-solution d’elle-méme.
Définition 5.20. une solution y de (PC) définie sur I est dite maximale lorsque pour toute sur-solution y de

y définie sur T, onalCL
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5.3.5 Théoréme de Cauchy-Lipschitz global

Théoréme 5.21 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz global). Soient ] C R un intervalle ouvert non-vide,
Q C RY un ouvert non-vide, et f € C°(] x Q,RY) localement lipschitzienne en espace.

Alors pour tout couple (to,yo) € ] x Q, il existe une unique solution maximale au probleme de Cauchy.

De plus, les bouts gauches et droits de la solution sont des éléments de 0(] x Q)H

Démonstration.

1. Existence et unicité

Notons :
J:={IcJtq. (PC) admet une solution sur I}, (5.3.16)
N~ := { extrémités gauches des éléments de J}, (5.3.17)
N7 = { extrémités droites des éléments de J}. (5.3.18)

f est continue et localement lipschitzienne par hypothese, on peut alors appliquer le TCL local, par lequel
on sait qu'il existe & > 0 tel que [ty £ 8] € J. Des lors, (tg — §,tp +8) € N~ x NT. Posons :

o= 1inf N~ et p:=supN". (5.3.19)

On a alors:
—co< asty— 0t +0<P < +oo. (5.3.20)

1.1. Existence

On va définir y une solution de (PC) sur (o, 3) et ensuite montrer qu’elle est maximale. Procédons sur
[to, B), le cas (o, ty] se déduit similairement.

Soitt € («, ) et soient yq, Yy deux solutions de (PC) définies respectivement sur I; et I, telles que ty € I1NI5.

Posons :
A= {s € [to,t] t.q. y1 = ya sur [to, s]} . (5.3.21)

Par le TCL local, on sait que to + & € A, quitte a « réduire » § afin que tp + 6 < t. Posons ensuite :

T:=supA € [ty + 5,1l (5.3.22)
On observe alors que T € A. En effet, si ¢ > 0 est fixé, T — ¢ n’est plus un majorant de A. Donc il existe
te € [t—¢, Tl tel que te € A. Donc yi(te) = yz(te). De plus, on sait que :

te — . (5.3.23)

e—0

Des lors, il vient par continuité de y; et ys ent € I1 N I, que y1 (1) = y2(1), etdonc T € A.

Supposons maintenant par l'absurde T < t. On sait y1(T) = ya2(7). Appliquons alors le TCL local au pro-

bleme de Cauchy suivant :
y'(t) =fty(t)
5.3.24
{y(r) —y1(1) = yalv). (5329

4. Ou 90X représente le bord de I'ensemble X.
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On obtient y; et y, coincident sur (7 £ {) pour un certain { > 0. Par définition de 7, cela implique que y;
et Yy, coincident sur [to, T + £). Or T = sup A. Il y a donc une contradiction. On en déduit T = t, et des lors

y1(t) = ya(t).

On peut également définir :
Yi(a,B) = Q:t—Y(E), (5.3.25)

ot Y(t) est la valeur de n’importe quelle solution du probléeme de Cauchy en t € [to, t]. La fonction Y est
bien définie et est de plus de classe C! sur («, ) (ainsi que solution du probléme de Cauchy).

Soit Y une sur-solution de Y sur un intervalle défini par o« et B (ouvert ou fermé) avec :
Xx<a<B <P (5.3.26)

Par continuité de Y, on a « = infN~ et § = supN*. Or & € N~ et p € N*. Il en découle que x = & et
3 = 3. Les seules possibilités pour I sont alors :

— I=(aB);
— I=[«p);
— I=(aBl;
— =[]

Si B € 1, le TCL local permet de prolonger Y (et donc Y par continuité) en une solution au-dela strictement
de p = [3 Il y a donc contradiction avec la définition méme de . Idem pour & € L

Donc 1 = (& B),etY = Y.Y est donc maximale.

1.2. Unicité

Idem, Y est la solution maximale ci-dessus et Y est une solution maximale de .
2. Appartenance des bouts au bord

Soit y une solution maximale de (PC) sur («, ) et soit (3, z) un bout droit de y (la démonstration pour les
bouts gauches se déduit similairement). On suppose par l'absurde (3, z) & 9(] x Q).

Il existe £, v = O tels que S(B,z,¢, 1) C J x Q est de sécurité pour f. Par définition de ({3, z), il existe (tn)n €
(e, B)N injective telle que :

th —— P et Y(th) —— z. (5.3.27)

n
n—+oo n—+oo

Pour n suffisamment grand, on trouve alors (tn, y(tn)) € S ( B,z 7, 4) Ainsi :

<[3 z, = ) cS(B,zLr)=S5, (5.3.28)
et donc:
[flloo,s <lflloo,s - (5.3.29)
etona (f,z) € intS’. Puisque 0 < { < ﬂ\fH;lS (car S est de sécurité pour f), on sait :
( T T
0<z< < . (5.3.30)
2 2flles  2lflleo,s:

On en déduit que S’ est également de sécurité pour f. Le TCL local appliqué a :

{Z'(t) — f(t, Z(t))

5.3.31
Z(ty) =vyltn) (5.331)

71



permet de s’assurer que la solution maximale de (5.3.31) vit encore en t,, + 5. Or t,, + 5 = B, ce qui contredit
le caractére maximal de y. Des lors, (3,z) € 9(] x Q). O

Remargue. Soit QO C RY. Notons :

KccQ (5.3.32)
lorsque K est un compact inclus dans Q.
Corollaire 5.22 (Théoreme de sortie de tout compact). Soient ] = (a,b) un intervalle réel non-vide, O C
R4 ouvert non-vide, et soit :
0
fi]xQ SR, (5.3.33)
localement lipschitzienne en espace sur | x Q. Soit (to, yo) € ] x Q et soit y, la solution maximale de :
"t) =f(t,y(t)),
YU = flty() 5330
y(to) =yo.
Notons («, ) C (a,b) U'intervalle de définition de y.
— Sia S « alors pour tout suite (tn)n C (, B) telle que t, e ot
n—-+00
VK CCQ:‘{neNt.q.y(tn) eK}’ < 400; (5.3.35)
— si B S b, alors pour toute suite (tn)n C (o, B) telle que tn, —— B~ :
n—+oo
VKccQ: ’{n eNtg y(tn) € K}‘ < +oo. (5.3.36)
Démonstration. Notons tout d’abord que, par ouverture de | x Q, on sait :
(] x Q) =adh(] x Q) \ (] x Q). (5.3.37)

Montronsicile cas 3 < b (le cas a S « se déduit similairement). Supposons par I’absurde qu'il existe (tn)n,
une suite dans (e, ) qui tend vers B~ pour n — +oo et K CC Q tels que :

{n eNtq.y(tn) € K} (5.3.38)
est infini dénombrable. Par compacité de K, il existe ¢ : N — N strictement croissante et y* € K tels que :

Ylteym)) ——y* € Kcc Q. (5.3.39)
n—-+oo
Ainsi, (3,y*) est un bout droit de y, qui est solution maximale. Par le théoréme des bouts, on sait (3,y*) €

0(] xQ).0rp € (a,b) ety* € K, donc (B,y*) € ] x Q. 1l y a donc une contradiction car le bord n’est pas
contenu dans | x Q. O

5.4 Flot d'une équation différentielle et intégrale premieére

5.4.1 Flot associé a une équation différentielle

Soient ] C R un intervalle non-vide, Q C R4 ouvert non-vide et f € C(J x Q, R%) localement lipschitzienne
en espace. L'existence et I'unicité de solution maximale au probleme de Cauchy (PC) pour (to,yo) € ] x Q
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permet de « définir une fonction » @ associée a I’équation différentielle y(t) = f(t, y(t)) en posant :

(D(t()/y()/t) :g(t)/ (541)
ol § est la solution maximale de (PC).

®:]xQx]J— Q c RYn’est pas définie pour tous les triplets (to, Yo, t) € ] x Q x J. En revanche, lorsque
(to,yo) € ] x Q est fixé, t — D(tg, Yo, t) est définie sur un voisinage de ty dans ] par le TCL global.
Il y a méme une certaine uniformité (par rapport a yo).

Proposition 5.23. Soit (to,yo) € ] x Q et soit € > 0 tel que B(yo, €] C Q. Alors :

A >0t.q. Yy € B(yo, €l : t — D(to,y, t) est définie sur [to + {]. (5.4.2)

Remarque. Cela veut dire que 'intersection des intervalles de définition des @ (to, y, t) pour y arbitrairement
proche de yo (au sens d’inclusion dans la boule de centre yg et de rayon ¢) n’est pas le singleton {to} mais
bien un intervalle de la forme [ty + {] pour un certain £ > 0.

Démonstration. R4\ Q est un fermé, B(yo, €] est un fermé de Q, et est borné, donc est compact, et RI\NQN
B(yo, €] = (. Ainsi :

6= inf x —y|| > 0. 5.4.3
(X/U)E(R“\Q)XB(yU,g]H yll ( )

En effet, si (x,,)n est un suite d’éléments de R \ Q, et si (yn ), est une suite d’éléments de B(y, €] telles
que ces suites minimisent ||x — y||, supposons par I'absurde que||Xn, —Yn||,, tende vers 0. On a donc :

lim x, =X= lim ynu. (5.4.4)

n—+oo n—+oo

Par fermeture de B(y, ¢] et R4\ Q, on détermine X € B(y, ] et X € R4\ Q. Etdonc B(y,e] "NRYNQ > X, ce
qui est une contradiction. Donc § = 0.

Notons alors :

A= ”f”oo,[toizo]xg(yolg+g] , (5.4.5)
ot p > 0 est fixé tel que [to =+ {o] C ]. On peut alors choisir £ > 0 tel que :
0<{<min (¢ S (5.4.6)
YYE 4.

Alors pour touty € B(y,o, €], le cylindre S(to, yo, {, %) est de sécurité pour f. En effet, S(to, yo, {, %) cJxQ

et:
) )

O0<l<— < ———. (5.4.7)
AA T 4flls
Par le TCL local, on sait que la solution maximale de :
Z'(t) =f(t,Z(t
(1) =ft2(1) 65.45)
Z(t)) =Zo
existe au moins sur [ty =+ {], avec £ qui dépend de € mais qui ne dépend pas de y. O

Remarque. Une conséquence de cela est qu’au voisinage de tout point y, en espace, les solutions maximales
aux problémes de Cauchy sont paramétrées par leur valeur en to.
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Proposition 5.24. Poury € B(yo, €] et t € [to £ €] sous les hypotheses précédentes, on a :

@ (to, D(t,y, to), t) =y. (5.4.9)

5.4.2 Intégrales premieres

Définition 5.25. Soient ] C R un intervalle non-vide, Q C RY ouvert non-vide, et f € C%(J x Q,R9)
localement lipschitzienne en espace sur ] x Q. On appelle intégrale premiere de I'intégrale (5.4.10) :

y'(t) = f(t,y(t) (5.4.10)
toute fonction H : ] x O — R constante le long des solutions de I'équation différentielle, c-a-d :
t—= H(t,y(t) (5.4.11)
est constante pour toute fonction y solution de (5.4.10).
Proposition 5.26. H € C!(] x Q,R) est une intégrale premiére de si et seulement si :

V(ty) eJxQ: aa—?(t,y(t)) + (f(t,y), VyH(t, y (1)) = 0. (5.4.12)

Démonstration. Soit H € C}(J x Q) une intégrale premiere de (5.4.10). Soit (to,yo) € ] x Q, et soit y la
solution maximale du probléme de Cauchy (to,yo). On a t — H(t,y(t)) est de classe C! sur un intervalle
I C J et est constante. On en déduit, sur cet intervalle :

dH
E(t,y(t)) = H (5.4.13)
Ou encore : o
5 (bult) + <fﬁi(t), %t,y(t))> —0. (5.4.14)
En particulier, en t = to, on trouve :
oH
ﬁ(to/y(to)) + <f(t0/y(t0)), %‘(to,y(to)» =0. (5.4.15)

Supposons maintenant H € C(] x Q) telle que pour toute solution y de (5.4.10) :
1 oH aH
t = H(ty(t) € C'(1C R) tq. S (L y(t) + (flty(0), St y(®)) =o. (5.4.16)

On en déduit que t — H(t,y(t)) est constante sur I, son intervalle de définition. O

oH

5. La notation VyH(t,y(t)) représente le gradient en espace de H, et donc VyH(t,y(t)) = oy

(t,y(t)) mais pour y a plu-

sieurs dimensions. i.e.: VyH = [aaTH}i'
6. Lanotation ‘fi—': (t,y(t)) représente la dérivée ordinaire (ou totale) de H par rapport a t. On peut établir :
dH dn
- = — 417
o (ty() = T, (5417)

oun:J—=R:t— H(ty(t)).

74



5.4.3 Exemple de systeme Hamiltonien

TODO.

5.5 Condition suffisante d’existence locale

Théoréme 5.27 (Théoreme de Cauchy-Peano-Arzela). Soient | C R un intervalle et QO C RY ouverts.
Soient f € CO(J x Q,R%) et (to,yo) € ] x Q. Alors (PCQ) admet une solution sur un intervalle [ty & §] pour
5>0.

Remarque. Par rapport au théoréme de Cauchy-Lipschitz, en hypotheses, on a perdu le caractére lipschitzien
en espace de f (méme localement), et on a perdu l'unicité de la solution dans les conséquences.

Démonstration. On prolonge f par la valeur nulle de R a ] x Q. Soit une suite py telle que py : R® — R*
est régularisante (donc pour tout k > 1, on a px € C*(R4,R*), J'Rd pk(x)dx =1, et supp px C B(0, %[).

Pour (t,x) € ] x R4 et k € N*, on pose :

fi(t,x) = (filt,+) * pi) (x). (5.5.1)
Alors Vk € N*, on a (EXERCICE) :
fi € C'(J x R4, RY),
CVU sur tout cpct de Jx Q
fie(t, -) . (t,-), (5.5.2)
CVU sur tout cpct de Jx Q
L%
k—+o00
On choisit r > 0 et { > 0 tels que :
S =S(to,yo, L, ) C ] xQ (5.5.3)
S est un compact de | x Q, on donc :
fi CVU sur tout cpct de S ¢ (554)

k—+o00

Par inégalité triangulaire, on sait||fx ||, s <||fk — flloo s +/fllo s, avec|fi — |l s P 0 par convergence
4 4 4 4 —+00
uniforme.

On sait qu'il existe A > 0 tel que :
Vk > 1:If — i 5 <A (5.5.5)

Quitte a diminuer S en diminuant ¢, on peut supposer :

T
0<t< A (5.5.6)

et donc S est un cylindre de sécurité pour fy quel que soit k > 1.

Remarquons ensuite (EXERCICE) que pour toutk > 1,ona:

{fk € CO(J x Q,RY), 557)

Vte] :fi(t,-) € C°(Q,RY),
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et (t,y) — dyf(t,-) est COsur] x Q.

On en déduit que fy vérifie les hypotheses du TCL. Fixons k > 1 et appliquons le TCL local pour obtenir
une (unique) solution yy de (PC) sur [tg & €] (car S est de sécurité pour les fy).

Montrons maintenant que la suite (yy)x C ( CO(lto =€), Rd) vérifie les hypotheéses du théoreme d’Arzela-
Ascoli (Théoreme[4.17). En effet :

Vtelto:l:Vk>1: (tyk(t) €S, (5.5.8)

par construction de S, et donc ||yk(t) — yOH <rT;
— B = {yx t.q. k € N*} est équicontinue sur [ty + {] car les yy sont équi-lipschitziennes.
En effet, prenons t, s € [ty £ {], on trouve :

max(¢,t)
[y (t) —yo| <J - ([ (0, yx(0))]| do <ls — tlf| ficl| o 5 < Als — . (5.5.9)
min({,t

Des lors, par Arzela-Ascoli, il existe y* € CO[to £+ €],R9) et @ : N — N strictement croissante tels que:

CVUsur [tod]
Yo (k) —>kioo° y*. (5.5.10)
Montrons alors maintenant que :
fic (t,yx(t) CVUlsur [t 0, ¢ (ty*(t). (5.5.11)

k—+o00

En effet, pourt € I = [ty £ {] et k > 1, on trouve::

fi (LYo (V) — f (t,y*m)H <[ (byeno ) — 1 (t,y(p(k)(t))H +Hf (LYo () —f(t,y*(tJ)H

(5.5.12)
<f —fill s + sup ‘f (LYoo ®) = flty )|, (55.13)
tel
qui tend vers 0 pour k — +oco par CVU de fy vers f et de y, (k) vers y*.
Finalement, par le TCL local, on observe :
t
Vk>1:vVtel: Ye(k) =Yo + J f(G,y(p(k)(G)) do, (5.5.14)
to
et donc en passant a la limite k — +o00, on obtient :
t
vtel:y*(t)=yo +J f(o,y* (o)) do. (5.5.15)
to
Ainsi, il existe au moins une solution de (PC), a savoir y*. O
Exemple 5.1. Considérons le probleme de Cauchy suivant :
/ —
vt =yl (5.5.16)
y(0) =0

Onaf:R xR — R:(ty)— fyl. f est C* sur R? donc le théoreme de Cauchy-Peano s’applique. On sait
alors qu'il existe une solution y définie sur [-9, 0.

On peut en effet trouver :
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1. y=0estunesolsurR;

0 sit<O0

2 .
T sit>0

2 y:R=>R:t— { est également solution sur R.

3. on peut généraliser cette derniére par :

0 sit<
Y:RoRit= < 4p it (5.5.17)
4 4

pour o > 0.
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Chapitre 6

Equations différentielles linéaires

6.1 Existence et unicité des solutions globales

6.1.1 Notations

On se donne ] C R un intervalle non-vide et Q C R¢ ouvert non-vide et d(d + 1) fonctions :
[aijh<ij<a et [bilicicg (6.1.1)

sur ] et a valeurs dans K € {R, C}. On souhaite résoudre le systeme :

d
yi(t) =) aij(thy;(t) + bi(t) (6.1.2)
j=1
pouri € [1,d].
Posons :
Y(t) = yilth<ica  Alt) =laij(t)hicij<a  Bt) = bi(t)icica- (6.1.3)
Le systéme est équivalent a :
Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t). (PCL)

6.1.2 Théorie de Cauchy

Lemme 6.1 (Lemme de Gronwall). Soient [a, b] un segment de R et o, 3 > 0. Soit :
u: o, b S5 R (6.1.4)
Si: .
Vvt e [a,b]:u(t) <o+ BJ u(s)ds, (6.1.5)
alors :
u(t) < aexp (B(t—a)). (6.1.6)
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Démonstration. Si p =0, alors le lemme est trivial. Sinon, posons :

f:la, bl > R:t— exp (—B(t—a)) % + Jt u(s) ds] ) (6.1.7)
On observe alors :
vt € [a,b]: f'(t) = u(t)exp (—B(t —a)) + % + Jt u(s) ds] exp (—B(t—a)) (6.1.8)

=exp (fﬁ(t — a)) (u(t) — <0c+ B Jt u(s) ds)) <0. (6.1.9)

a

Ainsi :
vt € [a,b] : £(t) < f(a), (6.1.10)
et donc:
o (" o
([3 + Ja u(s) ds) exp (—B(t—a)) < B (6.1.11)
oa [t o
B + L u(s)ds < B (B(t—a)) (6.1.12)
u(t) < xexp (B(t—a)). (6.1.13)
O

Théoréeme 6.2 (Théoreme de Cauchy linéaire). Si les fonctions ai; et by sont continues, alors pour tout
(to, Yo) € ] x K9, le probleme de Cauchy (PCL) admet une unique solution définie sur J.

Démonstration. ] estun intervalle d’extrémités a < b (ouvert ou fermé). Si ] est fermé en a, alors on prolonge
A et B a gauche par A(a) et B(a). De méme, si ] est fermé en b, on prolonge A et B a droite par A(b) et B(b).
On a alors des fonctions continues sur R.

On peut alors considérer | ouvert sans perte de généralité. Montrons alors que I'on peut appliquer le TCL
global a (PCL)). Posons donc :
f(t,Y) = A(t)Y + B(t). (6.1.14)

On remarque aisément que f € C°(] x K94, R%). Soit K C J compact. Il existe M = 0 tel que :

vt € K:||A(t)]| < Ma. (6.1.15)
Ainsi pour tout t € K:
VY, Z e RO:|[f(t,Y) — f(t, 2)|| <[|AD(Y = 2)|| <||A®|IY—Z|| < MallY = Z]], (6.1.16)
car en posant la norme :
A= sup  [JAX]], (6.1.17)

XeKd t.q.||X]|=1

on a bien :
VX e K4 | AX]| <[JAIX] - (6.1.18)
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La fonction f est donc localement en temps globalement lipschitzienne en espace, et donc localement lip-
schitzienne en espace.

Par le TCL global, il existe une unique solution maximale Y de classe C! sur un intervalle de définition

(e, B) C .

Supposons par 1’absurde que (3 n’est pas 'extrémité droite de J. Il existe alors t; > B t.q. t; € ]. Puisque
[to, t1] est un segment de J, il existe p,y > 0 tels que :

||A (t) H <w
vVt € [tg, t1] 6.1.19
Ainsi, pour tout t € [to, ) :
t
Y(t) =Yy + J f(s,Y(s))ds. (6.1.20)
to

Et donc:

||Y(t)||<||Y0||+J (s, Y(s) Hds<HY0||+J (HA )| Y(s)|| +]/B(s H)ds<||Y0||+yt to—i—uj |Y(s)]| ds.
(6.1.21)

Par le lemme de Gronwall, on peut écrire :

Y]] < (IYoll +v(t — o)) exp (n(t —to)) < (Yol +v(t—to)) exp (1(B — to)). (6.1.22)

Donc Y est bornée sur [t, ) et est solution maximale de (PCL) et § n’est pas 'extrémité droite de J. Cela
contredit le théoréme de sortie de tout compact. On en déduit que (3 est I'extrémité droite de J. Par un argu-
ment similaire, on trouve o est 1’extrémité gauche de J. La solution Y est donc 1'unique solution maximale
et est définie sur (o, ) =7J. O

Remarque. L'unicité vient du théoreme de Cauchy-Lipschitz : la preuve fait appel au TCL global afin d’ob-
tenir une solution Y maximale du probléme de Cauchy et définie sur un intervalle inclus dans J. La seconde
partie de la preuve est de montrer que ce sous-intervalle est ].

6.2 Systemes différentiels linéaires homogenes — matrice résolvante

Définition 6.3. Avec les notations précédentes, un systeme différentiel Y’(t) = A(t)Y(t) + B(t) est dit
homogéne lorsque B = 0.
Remarque. Lorsque A € C°(I,Mat4(K)), on note :

pour t, tg € Letyo € K9 la valeur de la solution globale du probleme de Cauchy a l'instant t :

{Y’(s) = A(s)Y(s) (6.2.2)

Y(to) =yo.

Définition 6.4. Notons Sy I’ensemble des fonctions dérivables sur I, a valeurs dans K9, solutions de Y’(t) =
A(t)Y(t).
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Proposition 6.5. Sy est un espace vectoriel.

Démonstration. EXERCICE. O

Proposition 6.6. Pour t € I, l'application :
@S — K4y y(t) (6.2.3)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Démonstration. La linéarité est triviale par opérations sur les fonctions, et la bijection vient directement du
théoreme de Cauchy linéaire. O

Corollaire 6.7. dim Sy = d.

Définition 6.8. Pour t,typ € I, on appelle matrice résolvante R(t,ty) la matrice de (¢+ o (pt’ol) dans la base
canonique de K¢4.
Remarque. Pour les notations précédentes, on a :

(@10 @y, )(yo) = @(t, to, yo) = R(t, to)yo. (6.2.4)

Proposition 6.9. Soient s, t,ty € 1. Alors:
1. R(t,tg) € GL4(K) et R(tg, tp) =1d;
2. R(t,s)R(s,tg) = R(t, tg);
3. R(t,t9)~ ' =R(tg, t).

Démonstration.
1. (@t o @y, 1) est une application linéaire bijective de K¢ — K¢ donc R(t,t9) € GL4(K). De plus,
R(to, to) = (@1, © 9y,') = 1d.
2. Soity € K4. Calculons :

R(t, SIR(s, to)y = ((@t o9:1) o (o %ﬁ)) (v =(ero0y) W) =Rt t)y. (625

Et donc R(t,s)R(s, tg) = R(t, to)-

3. On observe:

~1

Rt to) ' =Matg (@10 9,,')  =Mats. (01,001 ") =Rito, 1), (6.2.6)

ol Matg. (f) représente la matrice de I'application f dans la base canonique de son ensemble d’arri-
vée.

O

Définition 6.10. On appelle systeme fondamental de solutions (abrégé SFS) de Y(= AY) toute base de 'espace
SH.
Proposition 6.11. Soient vy, ..., vk € Sy. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
— {w1, ... vk} forment un SFS;
— Vtel:det(vi(t),...,w(t)) #0;
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— Jtel:det(vi(t),..., w(t)) #0.

Démonstration. Montrons d’abord que (1) = (2). L'application @ envoie (v;); sur une base de K* car c’est
un isomorphisme. On en déduit que (v;(t)); est une base de K. Le déterminant ne peut donc pas étre nul.

Il est trivial que (2) = (3) car I # (.

Pour montrer que (3) = (1), on sait que @; ! envoie (vi(t)); sur une base de Sy, et donc (v;); est une base
de Sy, ou encore un systeme fondamental de solutions. O

Définition 6.12. On appelle matrice fondamentale de 'équation Y’ = AY toute « matrice » t — C(t) dont les
colonnes t — C;(t) forment une base de S,.
Proposition 6.13. Sit — C(t) est une matrice fondamentalede Y’ = AY et R(t, to) en est la matrice résolvante,

alors :
V(s,t) € I : R(t,s)C(s) = C(t), 6.2.7)

et par suite :
Y(t,s) € I2:R(t,s) = C(t)C(s) L. (6.2.8)

Démonstration. On prend t — Ci(t) pour i € [1, d] les colonnes de la matrice t — C(t). On pose D; définie

par :
t— Di(t) == [R(t,s)C(s)];. (6.2.9)

On sait que C; est solution de Y’ = AY sur I avec Ci(s) = [C(s)]i.
D; est également solution de Y = AY sur I avec D;(s) = [R(t, s)C(s)];.

Par le théoreme de Cauchy linéaire, on a unicité de la solution, et donc :

Vie[1,d]:C; =Dy, (6.2.10)

d’ot1 la formule suivante :
R(t,s) = C(t)C(s)" L (6.2.11)
O

Remarque. Chaque colonne de t — R(t, to) est dérivable sur I, solution de Y’ = AY. On en déduit que R(t, to)
est dérivable sur I et vérifie le probleme de Cauchy suivant :

(6.2.12)

vtel: Z'(t)=A(t)Z(t)
Z(to) =1d,

avec Z : I — Matqy (K).

Ainsit — R(t, tg) est solution d’un probléeme de Cauchy linéaire d’ordre 1 dont la matrice a l'instant t n’est
(en général) par A(t).
Proposition 6.14. Soit A € Matq(C). Alors :

det(I+hA) = 1+hTr(A)+ O(h?). (6.2.13)

h—
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Démonstration. 1l existe P € GL4(C) tel que :

P IAP =

On en déduit :

A ?

0 Ad

det(I+hA) = det(I+ hP(P~'AP)P~!) = det (P(I+ hP'AP)P"!) = det(I+ hP~'AP)

M

d
=> A
i=1

d d
=JJ@+hnA)=1+> Ah+O(h?)
i=1 i=1
De plus :
A 2]
Tr(A)=Tr | P
0 A
A ?
=Tr
0 Aa

On a donc bien :

det(I+hA) =1+hTr(A) + O(h?).

et on en déduit :

Démonstration. Prenons t,tg € I, et h € R tel que h + ty € L. Calculons :
A(t+ h) =det(R(t + h, tg)) = det(R(t + h, ty)R(to, t)R(t, tg)) = det(R(t + h, t)) det(R(t, tg)).

A'(t) = Tr(A(t))A(t),

PP
Ad

Proposition 6.15. La fonction t — A(t) == det(R(t,to)) est dérivable (en réalité de classe C') sur 1 telle que :

(Equation de Jacobi)

(Equation de Liouville)

Or, puisque Z : t — R(t, to) satisfait Z’(t) = A(t)Z(t), en développement d’ordre 1, on a :
R(t+h,t) o R(t,t) + hA(t)R(t, t) + o(h).
—

D’ot 'on déduit :

Alt+h) = A(t)det(I+hA(t) +o(h))

h—0

= A(t)det(I+hA(t)) +o(h)

h—0

J%Auwl+hnmﬁny+om%+omy
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Puisque f = O(h?) = f = o(h), on trouve :
Alt+h) o A(t) + hA(t) Tr(A(t)) + o(h). (6.2.25)
—
Pour h # 0, on sait donc :

Alt+h) —A(t)

- = Tr(A(t))A(t) + o(1). (6.2.26)

Des lors, A(t) est dérivable en t et A’(t) = Tr(A(t))A(t).

De plus, les fonctions t — A(t) et t — A(tg) exp (ﬁo Tr(A(s)) ds) sont solutions, sur I, de :

/ — T
Yt =TrA M)y 6227
y(to) = A(to)
Par le théoreme de Cauchy linéaire, les équations de Jacobi et de Liouville coincident sur I. O

6.3 Systémes linéaires linéaires inhomogenes — variation des constantes

6.3.1 Structure de l’espace des solutions

On revient au cas ou B # 0, et on considere :
Y'(t) = A(1)Y(t) + B(t), (6.3.1)

avec A € C%(I,Mat4(K)) et B € C°(I, K4) données et Y : I — K¢ dérivable et inconnue.
Théoreme 6.16. Si Yy, est une solution de Y' = AY + B (que I'on appelle solution particuliere), alors :

S =Y, + Sk, (6.3.2)

oiL S est I'ensemble des fonctions dérivables solutions de Y' = AY + B, que I'on appelle également espace affine
par Yy, de direction Sy

Démonstration. Montrons que S C Sy + Yp. Soit Y € S. Alors, on sait que Z := Y — Y, est dérivable sur I tel
que:

Z'(t) =Y'(t) = Y, (t) = (A[)Y(t) + B(t)) — (A(D)Yp(t) + B(t) = A(t) (Y(t) — Yp(t) = A(t)Z(t). (6.3.3)

Donc on sait que Z =Y — Y, € Sy, ouencore Y € Sy + Y.

Montrons ensuite que Sy + Y, C S.Soit Y € Syy. La fonction Z := Y}, + Y est dérivable sur I, eton a:

Z'(t) = Y (1) + Y'(t) = A(t) (Y(t) + Yp (1)) + B(t). (6.3.4)

On en déduit que la fonction Z =Y +Y,, € S. Des lors, on a bien :
Su+ Yp CSCSy+ Yp, (6.3.5)

ou encore Sy + Y, =S. O

84



6.3.2 Recherche d’une solution particuliére — variation de la constante

Connaissant R(t, tp), soit un systéme fondamental de solutions ot R(t, to) est la matrice résolvante de Y’ =
AY. On cherche une solution t — y(t) dérivable sur I de :

Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t) (6.3.6)
sous la forme y(t) = R(t, to)x(t).
Siy est solution de Y’ = AY + B, alors :
y'(t) = A(t)y(t) + B(t) = % (R(tt0)x(1) = (R(tt0) ) x(1) + R(L, to)x' (1), 6.3.7)
Or £R(t,t0) = A(t)R(t, to). Ainsi:
y'(t) = A(t)R(t, to)x(t) + R(t,to)x (t) = A(t)y(t) + B(t). (6.3.8)
D’ol1 R(t, to)x'(t) = B(t) par identité.
Soit x'(t) = R(tg, t)B(t). Ainsi :
x(t) = x(tg) + J R(to,s)B(s)ds, (6.3.9)
ou encore : 0 ¢
R(to, t)y(t) =y(to) +J R(to, s)B(s) ds. (6.3.10)

On trouve finalement pour solution particuliere :

t

y(t) = R(t, to)y(to) + J R(t,s)B(s) ds. (Formule de Duhamel)

to

6.3.3 Equations scalaires — Wronskien

Considérons 'équation différentielle suivante :
y )+ uaa (Y'Y )+ ua2 (DY (1) L w (Y (8 + u(Dy (1) = b(1), (6.3.11)

ottuyg,...,uq_1 € C°I,K), I un intervalle de R non-vide, b € C°(I,K) connus, ety : I — K d fois dérivable,
inconnue.

Posons :
y(t)
Y(t) = : e K¢, (6.3.12)
y
Pour A définie par :
0 1 0 0
0 0 1 0
. . ) (6.3.13)
0 0 .. 0 1
—w(t) —w(t) ... —ua2(t) —ua(t)
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et B(t) défini par :

0
0
Bt)=1| . |, (6.3.14)
b(t)
ona:
Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t). (6.3.15)

Définition 6.17. Lorsque b = 0, on appelle Wronskien de ys, ..., yq la fonction :

W:l— K:t—det(yi(t),...,yalt)). (6.3.16)

Proposition 6.18. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
1. yi,...,Ya forme un systeme fondamental de solutions ;
2. Vtel:W(t) £0;
3. Iteltg W(t) #0.

Démonstration. EXERCICE. O

Proposition 6.19.

t
V(t, t) € P: W(t) = exp [J ugq_1(s) ds] W (tp) (Formule de Liouville pour le Wronskien)

to

6.4 Systémes différentiels a coefficients constants

6.4.1 Rappels d’algébre linéaire — forme normale de Jordan

Proposition 6.20 (Réduction des matrices nilpotentes). Soit M € Matq(C) une matrice nilpotente. Il existe
(€1,...,€a-1) €{0,1}% et P € GL4(C) tels que :

0 & 0 ... 0]

0 0 € ... 0

PIMP=1{0 0 0 . 0 (6.4.1)
€d—1
0 0 0
Démonstration. Admis. O

Définition 6.21. Soit P € K[x] un polynéme. On dit que P est scindé lorsque P est le produit de polyndémes
de degré 1.

Proposition 6.22 (Décomposition de Dunford). Soit M € Matq(C). Il existe D,N € Matq(C) uniques
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telles que :

{M =D+N (6.4.2)

DN =ND

et D est diagonalisable et N, nilpotente.
Remarque. Les matrices D et N sont des polyndmes en M.
Démonstration. Pour prouver cela, trouvons d’abord une expression pour les matrices D et N, et ensuite

montrons qu’elles sont bien respectivement diagonalisable et nilpotente. Il ne restera plus alors qu’a prou-
ver leur unicité.

Prenons 7t(M) le polyndme caractéristique de la matrice MD Le degré de m(M) est d. Par le théoreme
fondamental de I’algébre (théoreme de D’alembert-Gaufi), 7t1(M) est scindé. En particulier, il existe Ay, ..., A,
dans C deux a deux distincts et ny,...,n, € N telsque Y ' n; =det:

P=]](x—n)". (6.4.3)

1

P
] =
Par le théoreme de Cayley-Hamilton, on sait que :

n(M)(M) = 0. (6.4.4)

Par le théoreme de décomposition du noyau, on a:
P
C4 = Ker (r(M)(M)) = ¢, (6.4.5)
j=1
pour Cj = Ker ((M —Aj I)nj>.

Pouri € [1, d], on pose :

Q=TT ((x=n)"). (6.4.6)

j#t

Les Q; sont premiers entre eux dans leur ensemble. On peut donc y appliquer la relation de Bezout. Il existe
Uy, ... U, € Clx] tels que :

P
D WiQi=1 (6.47)
i=1

Posons donc P; := U;Q;. On peut donc écrire :

P
> PiM)=1d. (6.4.8)
i=1

Pour i # j, calculons :

P;(M)P;(M) = U;(M)P;(M)U;(M)P; (M) =0, (6.4.9)

car 1(M)|Q1Q; et donc Q;(M)Q;(M) =0.

1. Que I'on peut également noter X .
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En multipliant (6.4.8) par P;(M),on a:
P;(M)? = P;(M). (6.4.10)

P;(M) est donc un projecteur (une application égale a son carré).

On sait que :
Im PI(M) c Ci
KerP;(M) c @G- (6.4.11)
jAL

Or, par le théoreme du rang, on sait que d = dim Ker P; (M) + dim Im P; (M), avec :

2Ljz dim G, (6.4.12)

<

dim Ker P; (M)
dim Im P;{(M)

Cela force donc 3, dim C; = d, et donc cela force les inégalités en égalités :

KerP;(M) =5,
j#i (6.4.13)
Im PI(M) = Ci.

P; est donc plus précisément le projecteur sur C; parallelement a B, ,; C; EI
Posons :

D:=) APi(M). (6.4.14)

Alors D € K[M] et 3N € K[M] t.q. M = D + N (prenons N := M — D).
Il reste a voir que D est diagonalisable et N est nilpotente.

Soient i € [1,p] et x € C;. Calculons :

P
Dx =) APj(M)x = Aix. (6.4.15)
j=1
Puisque K¢ = }9:1 Cy, il vient D diagonalisable avec D = diag(Ay, ..., Ap).
En posant n := max (nl, e ,np), onan>1,eten prenanti € [[i,p]] et x € Cy, on trouve :
N'x=M-D)"*x=M-D)""™(M—-D)"x=(M-D)"™ (M—-ND"x, (6.4.16)

carx € C;.Onadonc N™x = N" "t .0 = 0. La matrice n est donc nilpotente d’ordre < n. Nous avons donc
montré I’existence d'un tel couple (D, N) de matrices.

Prouvons maintenant I'unicité de ces matrices.

Supposons qu’il existe Ny, D; respectivement nilpotente et diagonalisable telles que :

{M =Di+ M (6.4.17)

N;D; =D;Ni.

2. Notons tout de méme que les C; sont des noyaux de polyndmes en M. Ils sont donc M-stables, ou encore stables par la
transformation linéaire associée a M.
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Alors ces matrices commutent a M, et donc a tout polynéme en M. Or D et N sont des polyndémes en M.
Donc Nq et D1 commutent a N et D.

D et D; commutent et sont diagonalisables. Elles sont donc diagonalisables dans la méme base, et donc
D — D; est diagonalisable également. Or puisque N+ D = N;y + Dy, ona D — D; = N — Nj. De plus, N et
N; commutent et sont nilpotentes. Donc la matrice N — N; est nilpotente.

On en déduit que la seule valeur propre admise par D — D est 0, et donc D — Dy = 0 car elle est diagonali-
sable. Dés lors,ona D = Dy et N = Nj. O

Définition 6.23. On appelle bloc de Jordan pour A € C et s € N* les matrices de la forme :

Al 0
Js(A) = 0 A (6.4.18)
0 1
0 . 0 A
Théoréme 6.24 (Décomposition de Jordan). Soit M € Matq(C). Il existe s, ...,sp € N*etA,..., A, € C
et P € GL4(C) tels que :
M =PJP 1, (6.4.19)
avec :
ISl ()\1) O
] = . (6.4.20)
0 Js, (Ap)

Remarque. La forme de la matrice ] est donc une matrice diagonale avec les valeurs propres et certaines
valeurs 1 sur la diagonale supérieure. C’est une matrice contenant des blocs de Jordan sur sa diagonale.

Démonstration. Par Dunford et par réduction des matrices nilpotentes. O

6.4.2 Exponentielle de matrice

Proposition 6.25. Soit A € Matq(C). La série de puissances de terme général tkk/?k a un rayon de convergernce

infini.

Définition 6.26. On appelle cette série I'exponentielle de A, et on la note :

exp (tA) =) (tg)k. (6.4.21)

k>0

Démonstration. Soit ||-|| une norme d’algebre sur Matq(C) (par exemple une norme subordonnée a une
norme sur C%), en particulier telle que :

YM, N € Matq(C) :[MN|| < [[MJ[[IN]|. (6.4.22)

Ainsi :
vk € N :HAkH <|IAlF, (6.4.23)
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et donc:

Wk e N: (ti‘,)k Ll LY (6.4.24)
qui est le terme général d"une série qui converge.
On en déduit que } - (tf{\!)k converge absolument quel que soit t € C. Des lors, R = +o0. O
Proposition 6.27. La fonction t — exp(tA) est de classe C*° sur Retona:
VteR:Vp e N: :11 exp(tA) = AP exp(tA) = exp(tA)AP. (6.4.25)

4 . . P s .
Démonstration. La fonction t — “A!) est de classe C* sur R et la série converge normalement, et donc

converge uniformément sur les segments de R, de méme que ses dérivées a tout ordre (cf Section [1.5), et il
suffit de dériver terme a terme. O

Proposition 6.28. Soient A,B € Maty(C). Ona:

(Vt ER:exp ((A+B)) = exp(tA) exp(tB)) ~— AB=BA. (6.4.26)

Démonstration. Montrons d’abord que cette égalité implique que A et B commutent.

Par la proposition précédente, dérivons. On observe :

% exp (t(A+B)) = (A + B)exp (t(A + B)) = Aexp(tA) exp(tB) + Bexp(tA) exp(tB). (6.4.27)

De méme, pour dérivée seconde, on a :
d2
32 &P (t(A+B)) = (A+B)*exp (t(A+B)), (6.4.28)

et également :

dz
2 P (t(A +B)) = AZexp(tA) exp(tB)+A exp(tA)B exp(tB)+A exp(tA)B exp(tB)+exp(tA) exp(tB)B?
(6.4.29)
En évaluant ces deux dernieres formules en t = 0 et en les égalisant, on obtient :
(A + B)?I = A%II 4+ AIBI 4 AIBI + IIB2. (6.4.30)
On sait (A + B)? = A2 + AB + BA + B2 En simplifiant, on trouve alors :
BA = AB. (6.4.31)
Montrons alors que si AB = BA, alors l'égalité est vérifiée.
k‘ e

k=0 k>0

En effet, la formule du bindme de Newton est ici applicable car AB = BA.
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En simplifiant les k!, et en « rentrant » t* dans la seconde sommation, on trouve :

> i LAPB‘“P => i Y oar tk771313‘“10. (6.4.33)
i plk—p)t S (k=p)!
On y reconnait le produit de Cauchy de:
exp(tA) exp(tB). (6.4.34)
O
Corollaire 6.29. Pours,t € I,et A € Matq(C),ona:
exp ((t + s)A) = exp(tA) exp(sA). (6.4.35)

6.4.3 Systemes différentiels a coefficients constants

Fixons A € Matq(C) et considérons un systeme différentiel Y’ = AY. On a vu que t — R(t, to) est solution
de:

Z'(t) =A(t)Z(t)
6.4.36
{Z(to) =1d. ( )
Or la fonction t — exp (t — tg)A) est solution du méme probleme de Cauchy sur R. On en déduit :
Y(t, to) € R?: R(t, to) = exp ((t —to)A) . (6.4.37)

Remarque. Pour les équations différentielles linéaires homogenes a coefficient constant, calculer un systeme
fondamental de solutions (ou la matrice résolvante) revient a calculer t — exp(tA).

Corollaire 6.30. det(exp(A)) = exp(Tr(A))

Démonstration. Prenons A(t) = det(R(t, t)). On sait également, par la formule de Liouville :

At) = A(0) exp (J't Tr(A(s)) ds) . (6.4.38)
OronaA(0) =det(Id) =1.
Ent=1,ona:
1
det(R(1,0)) = det (exp ({1~ 0)A) ) = det (exp(A)) = exp (J Tr(A(s)) ds> . (6.4.39)
0
Puisque A ne dépend pasdet,ona:
det(R(1,0)) = exp (Tr(A)). (6.4.40)
O
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Proposition 6.31. Si A et | sont semblables (c-a-d qu'il existe P € GL4(C) t.g. A = PJP~1), alors :

Vs € R:exp(sA) = Pexp(s])P . (6.4.41)

Démonstration. Passer a la limite dans :

n n k _1\k n
5 skk/'\k _y % _p (Z ff) = (6.4.42)

k=0 : k=0

car (PJP~1)2 = (PJP~1)(PJP~1) = PJ(P~'P)JP~! = PJP~L Il reste a appliquer ce résultat par récurrence
pour k. O

Corollaire 6.32. Sil'on sait calculer :

— une décomposition de Jordan de A (c-a-d A = PJP—),

— ou une exponentielle d'une matrice sous forme blocs de Jordan,
alors on sait résoudre Y' = AY oit A € Matq(C) est fixé.

Proposition 6.33. Le flot © de I'équation différentielle linéaire homogene i coefficients constants Y'(t) = AY(t)
est donné par :
Y(t, to) € R?: Y(t) = @(t, to, yo) = exp ((t — to)A) Yo. (6.4.43)

exp ((t —to)A) € GL4(K) et Yo € K% et donc Y(t) € K.

6.4.4 Exponentielle d'une matrice de Jordan

Soit J, une réduite de Jordan de A € Mat4(C). On écrit A = PJP~!, avec:

Aol 0
J1(M) 0 N
J= , et Ji(A5) = o : (6.4.44)
0 Ji(Ap) -l
o 0 A
Pour (t,¢) € R x N*, on calcule :
Ji (A1) 0
Jt= 1 ' . , (6.4.45)
0 (Ap)
car ] est diagonale par morceaux. On en déduit alors :
exp (tJ1(A1)) 0
exp (t]) = . , (6.4.46)
0 exp (ti(Ap))
et puisque :
exp (tA) = Pexp (t]) P, (6.4.47)
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il faut savoir calculer 'exponentielle d"un bloc de Jordan. On calcule :

0 1 0
tt, t!
exp (i) = 3 i) =3 7 [ Al + | (6.4.48)
00 00 1
0 0
{—m
0 1 0
tt | & o
=Y | ) I (6.4.49)
_ ) ni
= {! = m!({ —m)! 1
0 0
| —
=D
o 4 {ml—mym
€20 m=0 :
—m
0 t 0
£ m . .
tA; S
=y > % . (6.4.51)
e>Om:0m'( —m)! oot
0 0
| —
=D
On observe : _ )
2 0 0 ¢ 0
0 t 0
D2 = - - Lo el (6.4.52)
’ t
0 0 0
0 0
De méme, on observe :
0 0o o0 ¢ 0]
3
0 t 0
3 '-' '-‘ '-. '¢' .'. ts
D’ = = . (6.4.53)
c. t c. . 0
0 0 0
0 0
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On généralise pour K € N* :

K
0 t 0
DX = —
t
0 0

On déduit I'expression suivante pour exp (tJi(A;)) :

exp (t1:(A7)) = exp(th;)

94
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Troisieme partie

Séries de Fourier
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Chapitre 7

Séries de Fourier

7.1 Motivation — Lien entre signaux périodiques

Pour T > 0, on définit I’ensemble Lgr des fonctions dont le carré est abs-int sur [0, T] et T-périodiques. On
définit également (?(Z), I'ensemble des suites complexes (i )nez telles que :

D hunf 5 +oo. (7.1.1)
nez

Les séries de Fourier servent par exemple a résoudre des équations aux dérivées partielles (EDP) telles que
I’équation de la chaleur donnée par :
dru(t,x) = d2u(t, x). (7.1.2)

En effet, en cherchant u(t, x) sous la forme :

D balt sm< > (7.1.3)

n=1
on trouve, en dérivant formellement :
owu(t,x) = T§1b1’1(t) sin (Emc) , (7.1.4)
2u ;nzb ) sin (L > . (7.1.5)
Si on peut identifier les coefficients, on a :
I 712 2
b, (t) = " bn(t), (7.1.6)
et donc:
nm)?
bn(t) =b(0)exp (—( Lz) t) , (7.1.7)
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ce qui donne :

u(t,x) = Z bn(0) sin <n7gx> exp (— (Tz;)zt> . (7.1.8)

n>1

I ne reste qu’a imposer des conditions initiales pour b, (0) afin de trouver une solution a (7.1.2).

7.2 Séries trigonométriques

7.2.1 «Rappels » d’intégration

Lemme 7.1. Soit f : R — C, R-int sur tout segment de R et T périodique pour T > 0. Alors :
T+a T
VaeR: J f(t)dt = J f(t) dt. (7.2.1)
a 0
Lemme 7.2. Soitn € Z. Alors :
1 (7 27
= | exp l—nt = don- (7.2.2)
TJo
Démonstration. Pourn =0,on a:
1JTe0dt—T—1 (7.2.3)
T =7=1 2.
Pourn #0,0ona:
T
1" 2 — 2
T L exp (i;nt> dt = lz ;exp <iT7Tnt>] 0 =0. (7.2.4)
O

Définition 7.3. Pour T > 0, on définit C9r (R,C) c C°(R,C),’ensemble des fonctions continues T-périodiques
de R dans C.
Proposition 7.4. C%(R, C) est complet.

Démonstration. Par le théoréeme des bornes atteintes, on a CoT (R,C) C B(R,C). De plus, CQr (R, C) est fermé,
et est donc complet car fermé dans un complet. O

7.2.2 Généralités sur les séries trigonométriques

A partir d’ici, nous posons T = 27t. Tous les résultats vus peuvent étre appliqués par changement de pé-
riode. Sif: R — Cest T—perlodlque, alors la fonction f définie par f : t ~— f (t3F) est 2m-périodique. 11 faut

alors appliquer les résultats sur f, puis repasser a f par changement de variable.
Définition 7.5. On définit T,, par:

T, = Vectc ((x > exp(ikx))‘k‘gn) = Vectc ((x +— sin(kx)) (7.2.5)

1, (x— cos(nx))lgkgn) .

1<k<n’

Remargque. On observe que T, C C3_(R, C). De plus, ces familles sont libres, ce sont donc des bases de T,,.
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Définition 7.6. On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de terme général u,, : R — C telle
que: _ .
VneN:dep,con €Ctg. VX €R:un(x) =c_ne” ™ +cpe'™, (7.2.6)

ou de maniere équivalente :

vn € N:dan, by € Ct.q. Vx € R:uy(x) = an cos(nx) + by, sin(nx). (7.2.7)
Remarque. On a alors :
n
VneN: ) uceT,. (7.2.8)
k=0

Les deux définitions ci-dessus étant équivalentes, il y a une relation bijective entre les (an,by) et les
(Cn/ Cfn) :

Cn = %(an —bn) (7.2.9)
Cin= %(an +bn), (7.2.10)
qui peut se réécrire en fonction des ¢, n € Z par:
an =cCn+cC_n (7.2.11)
bn =1ilch —c_n). (7.2.12)

Démonstration. En réécrivant ’'exponentielle complexe a 1’aide de cos et sin, on trouve :

cne™ +c_ne ™ =c_p (cos(nx) —isin(nx)) + cn (cos(nx) + isin(nx)) (7.2.13)
= (cn +c_n)cos(nx) +1(cn — c_n) sin(nx). (7.2.14)
Puisque la famille est libre, la représentation est unique, et on a bien I'identité (7.2.11). O

7.2.3 Cas de la convergence normale dans C) (R, C)
Proposition 7.7. Avec les notations précédentes :
Vx € R:Vn >1:un(x) = ancos(nx) + by sin(nx) = c_ne ™ + ¢ et™, (7.2.15)

la série de terme général (cn)nez converge absolument si et seulement si les séries de terme général a, et by
convergent absolument.

Dans ce cas, la série de fonctions de terme général w,, converge normalement dans CJ_(R,C), et la fonction
somme est dans C3_(R, C).

Démonstration. Avec les formules précédentes, on sait que by est arbitraire car ¥x € R : by sin(nx) = 0.

Supposons d’abord que la série numérique de terme général c,, converge absolument. Le cas symétrique
est laissé en exercice. Par les identités ci-dessus, on trouve :

lan| <len| +lc—nl, (7.2.16)

et donc la série de terme général|a,,| converge, ou encore la série de terme général a,, converge absolument.
Idem pour by, car:
ol <lenl +lc_nl. (7.2.17)
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Pour démontrer la convergence normale, on observe que :
n>1 ZVXERZ|U.“(X)‘ <lanl +lonl, (7218)

or an et by sont des termes généraux de séries numériques convergentes. La série numérique de terme
général |[u, ||, converge alors, et donc la série de terme général u,, converge normalement avec ) | ., un
dans C9 (R, C).

Proposition 7.8. Soit f € C9,_avec f =, ., un. Alors :
1 27T
Ym>0:a, = %J f(t) cos(nt) dt (7.2.19a)
0
1 27T
vn>1:b, = %J' f(t) sin(nt) dt (7.2.19b)
0
1 27T X
YneZ:cy = —J' f(t)e ™t dt (7.2.19¢)
27 Jo

Démonstration. Montrons (7.2.19d), a,, et b, se déduisent des identités ci-dessus.

Pour p € Z fixé, on sait que :

n>1:VxeR: ‘un(x)ei‘oX

= [un(¥)| <lunlly, - (7.2.20)

Doncx — ) .7 un(x)e'P* est le terme général d"une série convergeant normalement sur R. Ainsi :

1 [ . 1 > . . .
7 J f(t)e 'Ptdt = 7 J co + Z (cnemt + c_ne*mt> e Ptdt (7.2.21)
7T Jo 7T Jo 1
1 27T . c 27 c 27T
=Con— J e Pldt+ ) |- J elm=pitge 4 —1 J ellP~mt gt (7.2.22)
27 0 1 27 0 27 0
= &p ::Bnp =Ynp

On observe que &, = codpo par (7.2.2). De méme, on a Bnp = Cndnp, €t Ynp = € nd(—n)p. On trouve
finalement :

1 27T .
—J f(t)e '"Ptdt = xdpo + Z (cnénp + c,né(,n)p> = Z Cndnp = Cp. (7.2.23)

271 0
n>1 nez

O

7.3 Série de Fourier d’une fonction périodique

7.3.1 Espaces fonctionnels

Définition 7.9. On définit 'ensemble C3/™ (R, C) C C9, (R, C) des fonctions 27t-périodiques et continues par
morceaux sur R et a valeurs dans C.
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On définit alors I'ensemble D  CY™ (R, C) des fonctions f telles que f € Cy™ (R, C) et :

1
Yx €R: f(x) = E(f(xﬂ +f(x7)), (7.3.1)
ie.sif € D <= Vp € R: festdiscontinue en p = f(p) est la moyenne arithmétique de ses limites a

gauche et a droite.
Définition 7.10 (Produit scalaire dans C);™ (R, C)). Soient f, g € Cy™(R,C). On définit :

1 27T _
(f,g) = EL f(t)g(t) dt, (7.3.2a)

]l = V/(f, ). (7.3.2b)

Définition 7.11. Une forme (-,-) : (QC (CR)z — C est dite hermitienne lorsque YAy, Ay, 1, 2 € C et
Vf1,f2,91,92 € Q:

(Mf1 4+ Aaf2, 191 + H2G2) = Mg (1, g1) + Mz (f1, 92) + A1 (T2, g1) + Aoz (fa, g2) - (7.3.3)

Proposition 7.12.
1. CS;I“(R,(CF — C: (f, g) — (f, g) est une forme hermitienne positive (i.e. (f,f) > 0);
2. D* — C: (f,g) — (f, g) est une forme hermitienne définie positive (i.e. (f,f) =0 < f=0).

Définition 7.13. Pourn € Z, onnote e,, : R — C : t — el™t,
Remarque. La famille {e }nez libre est orthonormée dans CS;I“(R, C),ie.Vm,neZ: (en, em) = 0mn.

Preuve de la Proposition Si f,g € Cy™(R,C), alors t + f(t)g(t) € Cy™(R,C), et est donc R-int sur
[0,271]. La quantité (f, g) est alors bien définie. On montre alors que c’est une forme hermitienne par calcul
(EXERCICE).

De plus, pour f € CI™(R,C),onaVx € R: |f(x)|2 > 0. Donc la quantité (f, f) > 0.

27

Montrons maintenant le point 2 de la proposition, i.e. montrons que (-, -) est défini positif sur D. Soit f €
Dtqg. :
1 27T )
> L [f(x)|"dx = 0. (7.3.4)
Soit t € [0,27]. Distinguons deux cas :
— soit t est un point de continuité de f, et f(t) = 0 (en effet, sinon il existen > 0t.q.f > %f(t) sur
[t£n]);
— soit t est un point de discontinuité de f, et donc t est isolé. Il existe alors & > 0 tel que [t £ 3] ne
contient que des points de continuité de f. f admet donc une limite & gauche et a droite de t tel que
f(tT) = f(t~) = 0. On a donc bien f(t) = 0.
O

Remarque. Pour & € (0,2n),onaf:R — C:t — Ixeeionz € Cg’;[“(R,(C) et (f,f) = 0. Or, f #£ 0. En effet,
dans Cg’;“(R,C), ona (f,f)=0= ’{x € Rtq. f(x) # 0}’ est fini; et pas (f,f) =0 = f =0.

7.3.2 Coefficients de Fourier d’une fonction périodique

Définition 7.14. Soit f € C3™(R, C). On appelle coefficients de Fourier (exponentiels) de f les nombres (¢ )nez
définis par :
1

27T
cn(f) = > L f(t)en(t)dt = (f, en). (7.3.5)
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On appelle coefficients de Fourier (trigonométriques) de f les nombres (an)n>o et (bn)n>o définis par :

27T
an(f) = lj f(t) cos(nt) dt,

27T
bn(f) = lJ' f(t) sin(nt) dt.

Proposition 7.15. Soit f € Cg';“(R,(C),
— sif(R) CR,alorsVn >1: (an,bn) € R%et ay € R;
— si fest paire,alorsVn > 1:b, =0;
— si f est impaire, alors¥Yn > 1: an =0.

Démonstration. EXERCICE.

(7.3.6a)

(7.3.6b)

Définition 7.16. Soit f € Cy™ (R, C). On appelle série de Fourier associée a f la série de terme général :

Un (f) = cn(flen + c_n(fle—n = an(f) cos(n-) + by, (f) sin(n-).

On note les sommes partielles par S, (f) :== Y ' cx(f)ex.

7.3.3 Inégalité de Bessel et lemme de Riemann-Lebesgue
Proposition 7.17. Soit f € Com(R C).Pourn>1,0na:

off | 1o
IsntnlE= Y JenP="%5 423 (jaxtn] +ounF).

kl<n k=1

Démonstration. Les fonctions (ey)xj<n forment une base orthonormale de T,,. Pour n >

= Z ck(f)ex
[kl<n
Donc (ci (f))jx<n sont les coordonnées de S, (f) dans une base orthonormée.
Remarque. Vérifions quand méme :

1Sn (D] = (Sn(),Sn(0)) = > > cxlfep(f) (exep) = > [exl(f)

[kI<n|pl<n [kl<n

(7.3.7)

(7.3.8)

l,ona:

(7.3.9)

(7.3.10)

Proposition 7.18. Soit f € Cy™ (R, C) et n € N. Il existe une unique fonction p,, € Ty, telle que :

f—p.ll? = inf [|[f—p]|>3.
If —pnll plé‘Tn” Pl
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Cette fonction est de plus caractérisée par :

Pn€Th (7.3.12a)
VpeTh:f—pn LpouVpeT,: (f—pn,p)=0. (7.3.12b)

Remarque. La norme ||-||, est appelée norme en moyenne quadratique. Donc le théoreme donne 1’existence et
"unicité d"un polyndéme trigonométrique de degré < n approchant f au mieux en moyenne quadratique.
Remarque. Sif € D, alors p, est le projeté orthogonal défini sur Ty,.

Proposition 7.19. Soient f € Cy™(R,C)etn € N.Ona :

Pr = Sn(f). (7.3.13)

i.e. Sy (f) est la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par un polynome trigonométrique de degré
<n.

Démonstration. Montrons que i) S, (f) € Ty, (par construction) et ii) Vp € T, : f — Sy (f) L p. Soit k € Z tel
quelk| <n.Ona:

1 (o i —ik 1> —ik 1 o i(p—k)
(f—Sn(f), ex) = J ft)— > cp(fle’P ] e tdt:—J f(t)e tdt—EZJ ellP )t gt

o 21

0 pl<n 0 pl<n 70
(7.3.14)
1 27T o «
—k)t
=c(f)— ) cplf) o L etP=Kt qt = ¢ (f) — i (F) = 0. (7.3.15)
[pl<n

Par anti-linéarité, on a donc :
Vp € T : (f—Sn(f),p) =0, (7.3.16)
et donc pn, = Sy (f) satisfait la caractérisation précédente. O

Proposition 7.20 (Inégalité de Bessel). Soit f € CY™(R,C). Les séries numériques de termes généraux
ek () |2 +]ex(f) ]2 et|a(f) |2 —|—|bk(f)|2 sont convergentes et on a :

2 n
m=1: ) laf = |a°€:)} +5) (|ak(f)|2 +\bk(f)|2) <|If)13. (7.3.17)
kl<n k=1

N~

Remarque.
— En passant a la limite n — 400, ona:

> Jex () <IIf3- (7.3.18)
kEZ

— L’identité de Parseval transforme 1'inégalité de Bessel en égalité :

13 =3 Jex (). (7.3.19)
kezZ
Démonstration. Soitn > 1. Observons que :
> e =||sn (0] (7.3.20)

[kl<n
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De plus :

f=1f—S.(f)+S.(f). (7.3.21)
——— ——
eTx €Ty
Donc||f|\§ = ||f — Sn(f)H; +HSn(f)||2, avech— Sn(f)Hi >0, et donc||f||§ > HSn(f)Hi. O

Corollaire 7.21 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € C)™(R,C). Ona:
— cn(f) ——0;
In|—+o00
— an(f) ——0;
n—-+0o0

— bn(f) —— 0.
n—-+oo

Démonstration. Ces suites en carré du module sont les termes d'une série numérique qui convergent, donc
tendent vers 0. O

7.3.4 Les théoremes de Dirichlet
Définition 7.22. Soit N € N. On appelle noyau de Dirichlet d’ordre N la fonction :

T.oDN:R—oCites ) e (7.3.22)
[kI<N

Proposition 7.23. Soient N € Nett € R\ 2nZ.Ona:

in (2N + 1)t
Dn(t) = M (7.3.23)

sin (§)

Démonstration. Observons que, pour N € Nett € R\ 2nZ, on a el # 1. Dn(t) est donc la somme d’une
suite géométrique de raison # 1. On applique alors la formule :

(2N+1)t  sin ((ZN + 1)%)

s S 2N 41 : t ;
. 1— e1(2N+1)t . el t 671(2N+1)7 — et
_ ,—iNt _ ,—iNt —
Dn(t)=e e =€ n — 1 = — : (7.3.24)
ez e 2 —e2 sin (5)
=1 a transformer en cos et sin
[

Théoréme 7.24 (Théoréme de Dirichlet local). Soit f € Cy™(R,C) et x € R. La série de Fourier de f en x
converge vers %(f(x*) +f(x7)). ie.:

) +fx7) Z cr (et (7.3.25)
2 KeZ
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Démonstration. Ecrivons pour (x, N) e Rx Netfe C;;;“(R,(C).

N N 27T 27T N
; 1 : : 1 .
_ ikx __ - —ikt ikx _ = ik(x—t)
Sa(f)(x) = E ck(f)et™ = E o L f(t)e dte o L f(t) E e dt (7.3.26)
k=—N k=—N k=—N
1 27T 1 7T
— — | f()Dn(x—t)dt=—| Ff(t)Dn(x—1t)dt. (7.3.27)
27 Jo 21 | _ .

En posant t :=x + u, on trouve :

S (f)(x) = % " fx+wWDn (W) du (7.3.28)
= % umﬂ f(x +u)Dn(u) du (7.3.29)
_ 1 ' f D d L 7Tf D d 7.3.30
= o » (x +u)Dn (1) u—i—%L (x +u)Dn (u) du. (7.3.30)

On remarque qu’en appliquant(7.3.29)a1: R — C: t — 1, on trouve:

1=S.(1)(x) = % [ D (w) du. (7.3.31)
Ainsi : . e
E(f(x*) +f(x7)) = 7 Ln E(f(x*) +f(x7))Dn(u) du, (7.3.32)
d’otl, par différence :
Sa(f)(x) — %(f(xﬂ +f(x7)) = %r J:T (f(x +u) — %(f(xﬂ + f(x‘))) Dn (u) du (7.3.33)

0 s
= ziﬂJ' f(x +uw)Dn(u) du— % J,ﬂ f(x7)Dn(u) du+ %J

—TT

f(x +uw)Dn(uw) du — 41—71 J: f(xT)Dn(u) du

(7.3.34)
1 (° I 1 (" (™. .
= — f(x +u)Dn(w)du— — f(x7)Dn(uw)du+ — | f(x+u)Dn(w)du— — | f(x7)Dn(u)du
2 | 21 | _ . 27 Jo 27 Jo
(7.3.35)
par parité de Dn. On trouve alors :
1 N _ 1 0 B 4 N
Sn(f)fi(f(x J+f(x7)) = 7 (fx+u) —f(x7)) Dn(w) du+| (f(x +u) —f(x")) Dn(u) du. (7.3.36)
—7t 0
En posant v := 7, on trouve :
1. . 1 _ 1(2 N
Snl(f) — E(f(x ) —f(x7)) = p (f(x +2v) — f(x 7)) Dn(2v) dv + - (f(x +2v) — f(x™)) Dn(2v) dv.
_n 0
’ (7.3.37)
Considérons les fonctions 27t-périodiques dont la restriction a [£7] est définie par :
f(x +2t) — f(x7) R
g: [ = C:t s St si— <t<0 (7.3.38a)
0 sinon (7.3.38b)
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et:
f(x +2t) — f(x1)

Rl o C s tos it si0<t<Z (7.3.39a)
0 sinon (7.3.39b)
Pourt € [—m,0],ona:
f(x +2t) — f(x7) =2tf'(x7) + o(t), (7.3.40)
et donc: ) B
P42 =) _ o) 4+ 0(1), (7.3.41)

sint t—0

Donc g admet une limite finie en 0~ (et en 0" par définition), donc en 0. Par un argument similaire, on
trouve :

flet2t) —f(x7) _ 26/ (x*) + o(1). (7.3.42)
sint t=0

On en déduit donc que h admet également une limite en 0. g et h sont donc dans C)™(R, C). On trouve
alors finalement, par la Propositionm:

fus

g(v)sin((2N + 1)v) dv + H h(v)sin(2N +1)v)dv  (7.3.43)

0
Sul)00 104+ 1) = % [ |

s
2

l Jﬂ g(v)sin((2N + 1)v) dv + 1 JT{ h(v)sin((2N + 1)v) dv (7.3.44)
VA —— T

= 2bon1(g) + 2bony1(h). (7.3.45)

Puisque g,h € CI™(R, C), en appliquant le lemme de Riemann-Lebesgue, on a :

f(xT) 4+ f(x7)

(7.3.46)

O

Remarque. Puisque CY™(R,C) > f Bessel, cn(f) € B(Z) et cn(f) Dirichlet

décroissance de |c, ()] et vice-versa.

Lemme 7.25. Soit f € C_(R,C) N CE;T(R,(C). Pour tout n € Z, on a ¢ (f') = incn (f), oit :

f, la régularité de f se traduit en

f(x) si f est dérivable en x (7.3.47a)
P R—=C:ixr— ¢ f/(xT) +f'(x
w sinon. (7.3.47b)
Démonstration. Soit 0 = ap < a; < ... < ap = 2m, une subdivision de [0,27], i.e. f se prolonge en une

fonction de classe C! sur les segments [ay, ax1] pour k € [0,p —1].

Fixons alors k € [0,p — 1], et [a, b] C (ak, ax4+1). Par dérivabilité continue de f sur [a, b], ona pourn € Z:

b ) e—inx b .
J f(x)e "™ dx = [f(x)— — J f'(x)e "™ dx. (7.3.48)
a —n a
a
Faisons alors tendre a — ay et b — ax1. Il vient :
Ak +1 X i . Ak +1 1 [Qx+ .
J f(x)e "™ dx = {f(x)emx] - = J f/(x)e "™ dx. (7.3.49)
Ak n ayx n Ay
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Sommons sur k € [0, p — 1], on obtient :

ap =27 . i . . i 27T .
J fx)e M dx = © (f(zn)e*“ﬁ“ - f(())e*mo) L J £ (x)e" 1™ dix. (7.3.50)
ap=0 n n Jo
Des lors, on a: _
cnl(f) =0— %cn(f’) e cn(f') = incn(f). (7.3.51)
Pour n = 0, on sait f de classe C! sur [ay, ax.1], donc:
Ay 41 i Ax+1
J f'(x)e "™ dx = J f'(x)dx = f(ax1) — flay). (7.3.52)
ax Ay
A nouveau, en sommant sur k € [0, p — 1], on trouve :
1 " 1
co(f’):—J fl(x)dx=—-0=0=1-0-cn(f). (7.3.53)
27 Jg 27

O

Remarque. Toute autre valeur en les points non dérivables ne changerait pas c (f’) car c’est une valeur
intégrale. Cependant, ici cela nous permet de dire que f’ € D.

Notons également que ce lemme peut se retrouver naivement en appliquant le théoreme de Dirichlet qui dit
que:
f(x) = ) cnlfle™, (7.3.54)
nez
ikx

et en dérivant formellement puis en identifiant les termes en e'**. Cependant, cela requiert f € C} (R, C),

ce qui est une hypothese plus restrictive que celle du lemme.

Théoréme 7.26 (Théoreme de Young). Soient p,q > 1 t.q. % + % =1. Alors :

P q
Yu,v>0:uv < u? + % (7.3.55)

Démonstration. Admis. O

Théoreme 7.27 (Dirichlet global). Sif € CO(R,C) N Cy™(R,C), alors :
1. la série de terme général ‘cn(f)| + ’C,n(f)| converge;
2. la série de Fourier de f converge normalement sur R ;

3. la série de Fourier de f converge uniformément vers f sur R.

Démonstration. Montrons le premier point. Soit n € Zy. Observons :

—i

cn(f) = —cn(f). (7.3.56)
n
On en déduit, par Young pourp =q =2:
1 11 1 2
< — ! P !
len(N] < —fenlf)] < 5+ 5[enlf]". (7.3.57)



La série de terme général -1 converge, et 'inégalité de Bessel assure que la série de terme général ey (/)]

converge car f’ est de classe Cy™ (et pour f’ défini au Lemme|7.25). Ainsi, la série de terme général len ()] +
|c,n(f)| converge.

Pour le second point, observons que pourn € Zetx € R,ona:

Cn (f)einx +c.n (f)e—inx

<Jen ()| +|e—n(f)]. (7.3.58)

Par le premier point, on en déduit que Sy (f) converge normalement sur R.

Pour le dernier point, en appliquant Dirichlet local (Théoreme|7.24), on trouve que S, (f) converge simple-

ment en x € R vers %(f (xT) + f(x7)). De plus, cette série converge normalement sur R qui est complet, la

convergence est donc uniforme. Par continuité de f, on sait que %(f (xT) + f(x7)) = f(x). Donc:

Sy SYUsurE (7.3.59)

n—+oo
O
Proposition 7.28. Soient k € Net f € C (R, C). Alors :

M50 (nlk) . (7.3.60)

Démonstration. On sait par récurrence que c, (f(*)) = (in)*c,(f).Sin #0,0na:

An)*|len ()] =|en ()| —— 0, (7.3.61)
i en 1] =[ene™)|

In|—+o00

nk

etdonccn(f):o( 1 ) O

7.3.5 Théoreme de Parseval
Lemme 7.29. Soient f € CY™(R,C) et & > 0 fixé. Il existe g € C3_(R,C) N CV™(R, C) telle que :

If—gll, < e. (7.3.62)

Démonstration. Supposons d’abord que f est élémentaire (en escaliers). Notons A; la valeur de f sur [a;, aj41]
pour0=ap < a; <...< ap =27 (p > 1) une subdivision adaptée a f. Posons :

n: g]l(ln |ak+1 ak| . (I‘. ‘3‘63)

Posons g, la fonction continue et affine par morceaux définie par :
— Vie [0,p] :gnlai) =0;
— Vie[0,p—1]:gn ([ai + 1 a0 — %]) =Ai;

— Vie [0,p—1] : gn estaffine sur (a;, a; + %) etsur (aj; 1 — %, Qip1)-
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Observons que :

1 27T 5 ak+1 )
I~ all = 5= | 1700 = g = - Zj — g0 dx (73.60
k=

1 Pl ra+d k41

= ZJ If — gl dx +J £ — gl? dx (7.3.65)
27 k=0" ax ak+1—*
1 pil ak+% Qi1

<5 ZJ Akl* dx +J Akl? dx (7.3.66)
2 Ak
1,2 1
il MPE < — AP ) 7.3.67
271];)| k'n mrkZ:O| Kl oV (7.3.67)

Donc si flﬂ2 # 0, etsi ¢ > 0 est fixé, on peut choisir n € N* tel que :

2
n > max 2 e (7.3.68)
Z |7\k|

pour avoir ||f — g||§ < €2, etdonc|/f— g, < e.

Si [Iff* = 0, alors g = 0 convient. Supposons maintenant que f € C)™(R, C). Soit & > 0. Il existe g € &(R, C)
telle que||f — g/,

Alors il existe h € an(R, C) N CY™(R,C) telle que|[h — g, < 5. On trouve donc :
€
If =Rl <lIf = glly +llg —Tlls <If = glloc +llg — il < 25 = 2. (7.3.69)

O

Remarque. pour||-||, <|-||., il faut remarquer que :

, 1 [ 2 1
IIf—9Hz=g [f(x) — g(x)|"dx < S o, ||f—gH dx =|f =gl - (7.3.70)
0

Théoréme 7.30 (Théoréme de Parseval). Soit f € C)™(R,C). Ona:

1
EJ |2 _1§Z|Cn (7.3.71)
]ao Z’ an( )|2+‘bn(f)|2, (7.3.72)

Démonstration. Nous ne montrons ici que (7.3.71), la seconde égalité ne se déduit que des identités entre
coefficients trigonométriques et exponentiels.

On sait pourn > 1:

f=1—Sn(f)+Sa(f). (7.3.73)
— =
€T+ €Tn
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Donc par Pythagore, on sait||f||§ = Hf —Sn(f) Hi + ||Sn(f) Hi En particulier, par Bessel, on sait :

ISn(0)];= > lex(D* +|c (N <13 (7.3.74)

[kl<n

CVUsurR
e

n—+oo

Remarquons donc que si f € C}_(R, C), alors Sy, () f par Dirichlet global. Cela implique :

Sp(f) LB g (7.3.75)

n—-+oo

d’ot1 la convergence :
2
> e ()] m\lfllﬁ (7.3.76)

lklsn

Sife Cy™(R,C)ete > 0 est fixé, alors il existe g € CJ_(R,C) N C'™(R,C) telle que ||f — g||, < ¢ par le
lemme précédent. Ainsi, puisque Sn (f) est la meilleure approximation de f en moyenne quadratique dans
Th :

[f = Sn(f)]l, <[|f = Sn(g)[l, <IIf =gl +]lg = Sn(9)],- (7.3.77)
par la remarque ci-dessus, on sait que ||g — Sn(g) I, I 0. Donc a partir d'un certain rang N, on a
n—-+oo
||[f — Sn(f)]|, < 2¢. On a donc bien :
[Sn(f)]], o £ - (7.3.78)
O
Corollaire 7.31. Soient f,g € D telles que ¥n € Z : cn (f) = cn(g). Alors f = g.
Démonstration. On sait que f —g € D € C™(R,C). On a donc:
2 2

If=glz =D lea(f=9)[" = }_len(f) —cnlg)]" =0. (7.3.79)

nez nez

Puisque ||f — g||, = 0 et que||-||, est une norme sur D (en particulier, elle satisfait la séparation des points),
on sait que f = g. O
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Quatrieme partie

Fonctions d’une variable complexe
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Chapitre 8

Fonctions d’une variable complexe

8.1 Isomorphisme entre C et R>? — Différentiabilité et C—dérivabilité

8.1.1 Ouverts de C et de R?

Notons I : R? — C: (x,y) — x +iy.
Proposition 8.1. I est un isomorphisme R-linéaire et une isométrie. En particulier, 1 induit une bijection entre
les ouverts de C et ceux de R2.

Démonstration. 1 est une isométrie car :
vx,y € R:||(x,y)|| = VX2 +y? =[x + iy (8.1.1)

I est trivialement continue, idem pour I, Si Qg est un ouvert de R?, posons :

Q(C = I(QRZ). (812)

Par continuité de I"!, Q¢ est un ouvert de C. Réciproquement, par continuité de I, pour tout Q¢ ouvert de
C, Qpz :==I71(Q¢) est un ouvert de R?. O
Proposition 8.2. Soit Q¢ C C, un ouvert de C, et f : Q¢ — C. On associe a f la fonction :
F:Qp —R?: (x,y) = (I'tofoI)(x,y). (8.1.3)

Des lors, la fonction f est continue en C > zy = xo +1iyg <= F est continue en I7Y(z9) = (x0,Yo)-

Remarque.

1. Pour F: Qg — R?, on pose symétriguement f : Qc — C : x + iy = (Io Fo I"1)(x + iy). On a toujours
la proposition précédente.
2. Onnote :

Fx,y) = [u(;‘/’y)] . (8.1.4)

On peut alors noter f(x + iy) = u(x,y) + iv(x, y).
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Proposition 8.3. Soit F : R? — R?, R-linéaire. L'application associée f = loFol ! est C-linéaire si et seulement
si la matrice de F dans la base canonique de R? est de la forme :

Mats, (F) = [g oﬂ , (8.1.5)

avec («, B) € R2.

Démonstration. Supposons f C-linéaire. On sait donc qu'il existe a € Ct.q.Vz € C : f(z) = az. Prenons
&, 3 € R tels que a = a« + if3. On trouve alors pour x,y € R :

Fix,y) = (I ofoD)(x,y) = (I o f)(x +iy) = I M (alx +iy)) = I ((a+ i) (x + iy)) (8.1.6)

= (ax — By, ay + Px) = [g _ocB Lﬂ . (8.1.7)

Supposons alors que la matrice est sous la forme (8.1.5), pour tout z € C, on a alors f(z) = (x+1if)z, et donc
f est C-linéaire. 0

Remarque. Rappelons que pour Qg. C R?, un ouvert et F : Qg — R?, on dit que F est différentiable en
(x0,Yo) € Qe lorsqu’il existe L : R? — R?, une approximation R-linéaire telle que :

F(xo + h,yo + k) = F(xo,yo) + L(h, k) + o((h,k)) (8.1.8)

pour (h, k) au voisinage de (0,0). L est alors unique et est appelée la différentielle de F en (xo,yo) notée
d(Xoryo) F.
Si F est de classe C! sur Qg:, alors dF : Qgz — L(R?,R?) : (x0,Yo) — dixyy,) F est continue.

Si F est différentiable en (xg,yo) € Qge, alors F admet une dérivée partielle d’ordre 1l en x eteny, etona:

9% (x0,y0)  2F(x0, o)
Mot (a1 = [ 0w by 8.1.9
Bc(d( 0,.Y0) ) %(Xolyo) %(XO/HO) ( )

8.1.2 Application C-dérivable sur un ouvert de C

Définition 8.4. Soient Q¢ ouvertde Cet f: Q¢ — C. Soitzg € C. On dit que f est C-dérivable (ou dérivable)
en zg lorsqu’il existe a € C tel que :

f(zo + ) = f(z9) + ah 4+ o(h) (8.1.10)
au voisinage de O¢, ou de maniere équivalente lorsque :

f(zo +h) — f(zo)
h h:)O

(8.1.11)

Proposition 8.5. f: () — C est C-dérivable en xo + iyo € Q si et seulement si I'application F canoniquement
associée est différentiable en (xo,yo), et l'ona:

ou ov ou ov

a(xo,yo) = @(XOIUO) et @(XOIUO) = —R(Xo,yo), (CR)
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que I'on appelle relation de Cauchy-Riemann.

Démonstration. Sif est C-dérivable en zg = x¢ + iyo, alors :
f(xo +iyo + (h +ik)) = f(xo + iyo) + a(h + ik) + o(h + ik), (8.1.12)

pourC> a=u«a+ip avec &, 3 € R.Onadonc:

X0 hil _ Xo 1 . . h
F o +1 ]| =F i + I ((a+ip)(h+ik)) +o K (8.1.13)

[ ] ah — Bk h

=F » ok + ph ol |y (8.1.14)

[ [x « —p| [n h

=F Yo + B ool |k +o k] . (8.1.15)
Ainsi, F est différentiable en (xg, yo), et on a bien (CR) en (xo, yo).
L’autre implication est laissée en exercice. O

Définition 8.6. Sif: QO — C est dérivable en zg € Q, le nombre unique a € C est appelé nombre dérivé de f
en zg, noté f'(zo).
Définition 8.7. Une fonction f : O — C est dite dérivable sur I'ouvert Q lorsqu’elle est dérivable en tout
point zg € Q.
Définition 8.8. Une fonction f : O — C est dite holomorphe sur 'ouvert Q lorsqu’elle est dérivable sur Q et
lorsque l'application :

f:Q0 =+ C:zm f'(2) (8.1.16)

est continue.
Remarque. La notion d’holomorphe sur C correspond a la notion de C! sur R. On peut donc dire f : Q¢ C
C — C est holomorphe sur Q si et seulement si f € C'(Qc¢, C).

Proposition 8.9. f: Q — C est holomorphe si et seulement si :
1. Fest de classe Ct sur Q;

2. les relations de Cauchy-Riemann sont vérifiées sur Q.

Démonstration. Supposons d’abord f holomorphe. F est donc différentiable sur R. Puisque f’ est continue

sur Q, on sait que les applications 2I et g—; sont continues sur R. De plus, elles vérifient car f est

ox
C-dérivable.

Supposons maintenant F différentiable en (xo, yo) et vérifie (CR). Alors f est C-dérivable en xg + iyo. Ainsi,

f est dérivable sur Q. De plus, 3% et % sont des applications continues, qui induisent donc la continuité de

1. O

Proposition 8.10. Soient Q C C, un ouvert, f,g: Q — C,zp € Q,et A, p € C.
— si f et g sont C-dérivables en zy, alors Af + ng : Q — C 'est aussi, et on a :

(Af+1g)'(z0) = Af'(2z0) + 1g'(z0) ; (8.1.17)
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— si f et g sont C-dérivables en zy, et g(zo) # 0, alors g est dérivable sur un voisinage de zo, et on a :

] = . (8.1.18)

g(zo)

(f) ’ (20) f'(z0)g(2z0) — f(z0)g’(z0)

Démonstration. EXERCICE. O

Proposition 8.11. Soient (34, Qy C C, deux ouverts, zg € Q, et :

f:0;, - C, (8.1.19)
g:0s—C, (8.1.20)

avec f(zg) € Qy. Si f est C-dérivable en zy et g est C-dérivable en f(zy), alors g o f est C-dérivable, et on a :

(gof)(zo) = f'(z0)(g" o f)(z0). (8.1.21)

Démonstration. EXERCICE. O

Proposition 8.12. La fonction Idc : C — C : z — z est holomorphe sur C et sa dérivée est constante égale i 1.

Démonstration. Idc est trivialement continue car z —+ x € Clorsque z — x...Etona:
Idc(z+h)=z+h=2z+1h+o(h). (8.1.22)

O
Corollaire 8.13.

1. Les fonction polyndmiales sont holomorphes sur C;

2. Les fonctions rationnelles sont holomorphes sur C \ {péles}.

Proposition 8.14. La fonction R : C — C : z — M(z) n'est C-dérivable en aucun point.

Démonstration. En effet, la fonction F canoniquement associée est bien C*°, mais ne satisfait pas le critére de
Cauchy-Riemann :

ou
Y(x0,yo) € R?: a(xo,yo) =1#40= @(xo,yo). (8.1.23)

O

Remarque. On remarque que J : z — J(z) n’est C-dérivable en aucun point par un argument similaire.
Proposition 8.15. La fonction~: C — C: z — Z n’est dérivable en aucun point.

Démonstration. A nouveau, la fonction F canoniquement associée est C* mais ne satisfait par Cauchy-

Riemann :
ov

ou
V(x0,yo) € R?: a(xoryo) =1#-1= @(Xo,yo)' (8.1.24)

O
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Proposition 8.16. L'application|-| : C — R : z v |z| est dérivable en I'origine et nulle part ailleurs.

Démonstration. A nouveau, F est C*® mais ne respecte pas Cauchy-Riemann sur C*. En effet, soit (xo, yo) €

R:
ou ov ou ov
— e pp— — = U. .1.2
faX(Xo,yo) % (x0,Yo) et o (%0, Yo) aX(XO,yo) < x0=Yo=0 (8.1.25)
O

Définition 8.17. Soient f : O C C — C, et zy € Q tels que f est C-dérivable en zy. On dit que f est conforme
en zg lorsqu’elle conserve les angles, i.e. :

Y(u,v) € (C\ {p()les})2 : Angle(f’(zo)u, f'(z0)v) = Angle(u, v). (8.1.26)

Remarque. En définissant pour tout z € C* : Arg(z) :={0 € R t.q. |zl e'® = z}, on peut exprimer :
V(u,v) € (C\ {poles}) : Angle(u,v) = Arg(uv). (8.1.27)
En effet, prenons z1,z, € C t.q. z1 = p1e'® et z; = pre'%. Arg(z12;) = Arg(p1p2et(®1792)) = 0; — 05, ce qui

est précisément 1’angle entre z; et z,.
Proposition 8.18. Soient f : O — C et zy € Q tels que f est C-dérivable en zy. f est conforme en zy si et

seulement si f'(zo) # 0.
Démonstration. Par la remarque précédente, pour u,v € C\ {pdles}, on a:
Angle(f’(zo)u, f'(zo)v) = Arg <f’(zo)uf’(z0)v) = Arg <|f’(zo) ]Zuv) ) (8.1.28)

Or I'argument n’est défini que pour z € C*. Il faut et est suffisant d’avoir f'(zg) # 0. O

Définition 8.19. Soit f : C — C telle que la fonction F canoniquement associée admet des dérivées partielles
d’ordre 1. On définit les opérateur différentiels :

. 1 . .
% 0 > Cixp+iyo— 5 (% - 13—;) (x0 + 1yo) (8.1.29)
. 1 . .
310 = Cixo+iyors 5 (3£ +135) (xo+ivo), (8.130)
et les éléments différentiels :
dz=dx+1idy (8.1.31)
dz :=dx —1idy. (8.1.32)

Proposition 8.20. f: QO — C est holomorphe sur Q) si et seulement si :
1. Fe CH (I"Y(Q),R?);
2. 3 =0

Démonstration. 1l suffit de remarquer que :

of 1 /a(uriv) | . 0(utiv) Trouw, :a Tlaw  av Trow  av Lilouw, o
5z =2 () = (i) o (B - %) = (B %) w3 (B + ) 6139
Ainsi, onabien 3f =0 «— (CR). O
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Remarque. En général 3 dz + 3f dz = df. En effet :

3f gz 4 A dz = % (2l 716“53”)) (dx + idy) + % (Bl 442050 ) (dx —idy)  (8.1.34)
%[a“dx—l—la" dx — 132 dx + 1% dx +13% dy — Q¥ dy + e dy +i dy] (8.1.35)
%[Tudx+lav dx +18% dx — i8¥ dx — i9% dy + 3 dy + 3% dy + 122 dy] (8.1.36)

= e dx+ifydx+ Sudy +if¥dy = L dx+ §rdy =df. (8.1.37)

Proposition 8.21. Soient f: QO — Cet zy = xo + iyp € Q tels que F admet des dérivées partielles d’ordre 1 en

(x0,Yo). T est C-dérivable en z, si et seulement si %(ZO) =0, et dans ce cas, f'(zg) = g: (z0).

8.2 Les fonctions développables en séries de puissances sont holomorphes

8.2.1 Résultat principal

Théoreme 8.22. Soit (cn)nen € CY £.q. R(X cnz™) 2 0. Soit :

a>0 quelconque si R (Y cnz™) = 400 (8.2.1a)
R (Z cnz“) sinon. (8.2.1b)
La fonction :
f:D(zg,R[=C:z— ch(z—zo)“ (8.2.2)
n2=0

est holomorphe sur D(zo, Rl et :

Vz € D(zg,R Z ncn(z — zo) n—1 (8.2.3)

n>1

Démonstration. Soient z € D(zo, Rl et p > 0 tel quelz — zo| < p < R. Soity € D(zo, p[ tel que y # z.

On veut montrer que :
f(
Fly,z) = y E nen(z—z9)™ P —— 0. (8.2.4)

y—z
nn->1

Les séries de puissances de terme général c(z — z9)™, cn(y — 20)™, et nen(z — z9)™ ! sont absolument

convergentes car p < R < R (Y cnz™). Ainsi:

cnly —2zo)" cnl(z—2z9)" nen(z —zo)™ L (8.2.5)
12 -2 -2

n>0 n>0 n>1

Fly,z) =

Pourn=0,onacy-1—¢cp-1=0.Pourn>1,ona:

n n—1

(y—2z0)" — (z—29)
(y—yo) — (z—2z0) k:O

\
N
O

;s

K.

N
N

\
N
o

(8.2.6)
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n n n—1
—Z —\z—Z n— n—k— n—
W2 Z B2l ezt = Y (g2 e 20)*) e -z 827)
y—=z k=0
n—1 n—1
=-n(z—z)" '+ ) (k+Dy—z0)" " z—20)" =) kl(y—zo)" "z —z)" (8.2.8)
k=0 k=0
n—2 n—1
=Y (k+Dy—z)" *z—z0)* =) kly—zo)" * Hz—20)¥ (8.2.9)
k=0 k=1
n—1 n—1
=) (Wy—z0)" ™ z—20) " =) kly—z)" !z —2z)" (8.2.10)
k=1 k=1
n—1 n—1
— (o) — (z—2)) ¥ Ky —20)" Uz —z0) = (y—2) ¥ kly—z)" Tz —2) L (8211)
k=1 k=1
Des lors :
n—1
Fly,2)| < D leally =zl ) Ky —zo™ Mz — 2z (8.2.12)
n>1 k=1
n—1
<hy—zl ) lenl ) kpm*TpH ! (8.2.13)
n>1 k=1
<ly—2Y o™ e M=l L (8.2.14)
X = n > ’ L.

car p < R. On trouve donc bien que F(y, z) — 0, donc f est C-dérivable en z, et on a (8.2.3).
y—z
#

Et par les séries de puissances, on sait que ' € Co (D(zo, R[, (C), donc f est holomorphe. O

Corollaire 8.23. Sous les mémes hypothéses, pour tout k € N, f est de classe C* sur D(zo,R[, et ona :

(k) oy n! . yn—k
Vz € D(zo, RL: ¥ (z) = HZ% o enlz—20) (8.2.15)

Corollaire 8.24. Si (cn)n>0 € CY telle que R (Z cnz“) > 0, alors les ¢y, sont uniquement déterminés par :

(") (zp)

YmeN:c, =
n!

, (8.2.16)

ot f est la fonction définie en (8.2.2).

8.2.2 Une condition suffisante de développement en série de puissances

Théoréme 8.25. Soit [a, b], un segment de R, et soient @, m € CO%™([a, b],C). Soit Q C C, un ouvert tel que
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QN ([a,bl) = 0. La fonction f définie par :

® m(s)

o) 2 ds (8.2.17)

f:Q—>(C:z»—>J

est développable en série de puissances dans Q) (et est donc holomorphe par le théoreme précédent).

Démonstration. Soient zg € Q,R > 0 tels que D(zy,R[C Q. Pour s € [a,b], on a @(s) ¢ Q, et donc
|zo — (p(s)| > R par définition de R.

Ainsi, pour z € D(zo,R[,ona:
|z — zo]
SR

o
@(s)—zo

<1. (8.2.18)

On en déduit que la série (géométrique) de fonctions de terme général s — (W(SZ;_% converge normale-

ment sur [a, b], et donc uniformément sur [a, b] par complétude de C.

Puisque m est bornée sur [a, b], il en est de méme pour la série de terme général s — m(s) % Ce

(@
terme général est de classe CO™ sur [a, b]. De plus, la somme de cette série est, pour s € [a, b] :

(z—zo)" m(s) (z—z)™  mls) 1
éom(s) (@(s) —zo)™t1  @(s) — 2z n; (00 —z0)"  @s) —201— =2 (8.2.19)

m(s) @(s) —zo __m(s)

o(s)—z0 @) —2z—(z—2) @fs) (8.2.20)

2
La somme étant C¥™ et la convergence étant uniforme, il vient :

b b _ n
J &jz ds :J ) mls)z—z)" 4o (8.2.21)

a @(s) o 2 (pls) =201
_ b m(s) -

= 1;) (L (<p(s)—zo)"+1> (z—20)"" (8.2.22)

O

8.3 Les fonctions holomorphes sont développables en séries de puis-
sances

8.3.1 Intégration sur des chemins
Définition 8.26. Soit Q C C, un ouvert. On appelle chemin tracé dans Q toute application v : [a, b] C—O> Q

telle que y € C'™([a, b]).

On dit que vy est fermé lorsque y(a) = y(b).
Définition 8.27. Lorsque y est un chemin fermé tracé dans C, on appelle longueur de vy, le réel positif :

b
Liy) = J ly'(t)] dt. (8.3.1)
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Remarque. Avec les conventions que v’ est définie sauf en un nombre fini de points (siy est C! par morceaux,
elle peut étre mal définie aux points de jonctions), on peut poser y’'(sx) = z € C pour tous les k, par
exemple z;, = 0.y’ est alors de classe CO%™([a,b],C), et donc R-intégrable. De plus, le choix des zi ne
change pas la valeur de L(y).

Définition 8.28. Soit QO C C, un ouvert de y : [a,b] — Q, un chemin tracé dans Q. On appelle image de y
I'ensemble :

Y=y ([a, b]) . (8.3.2)

Définition 8.29. Soit QO C C, un ouvert et soient vy : [a,b] — Q, un chemin tracé dans Q, et f : y* — C. On
appelle intégrale de f le long de v que ’on note :

J flw)dw (8.3.3)
v
le nombre complexe :

a

b
J f(w)dw ::J (foy)(s)y'(s)ds, (8.3.4)
Y

avec la convention usuelle sur y’'.
Remargque. fy f(w) dw est bien défini car f € C(y*,C) ety € C%([a, b],v*), et donc (foy) € C%([a,b],C) et
v' € C%([a,b],C). Donc :

(foy)y € C"™ ([a,b],C). (8.3.5)

Proposition 8.30. Soit v : [a,b] — Q C C, un chemin tracé dans un ouvert Q). Alors y* est un compact
inclus dans Q.

Démonstration. Par continuité de y et compacité de [a, b], on a yv* = y([a, b]) est compact. O

Proposition 8.31. Soit v, un chemin tracé dans Q C C, un ouvert. L'application :

J (w)dw : (Co(y*,(C),||-||oo,y*) — (C) :fHJ flw)dw (8.3.6)
Y

v

est une forme linéaire continue.

Démonstration. Prenons f,g € C°(y*,C) et A, u € C. On a bien :

b

(MF(v(s)) + ng(¥(s))) v'(s) ds = AJ

f(w)dw + pj g(w)dw. (8.3.7)
Y

v

L (M + 1) () da =J

a

Montrons alors que la forme linéaire est continue. Pour cela montrons qu’elle est Lipschitzienne. Soit f €
Co(y*,C).Ona:

b b
J (foy)(s)y’(s)ds <J [(Foy)(s)| |y’ (s)] ds (8.3.8)

a

J f(w)dw
v

b
<NVl | 1¥(5)]ds = LT (539

O
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Définition 8.32. Soient [a, b] et [d, b], deux segments sur lesquels sont définis respectivement v, et ¥, deux
chemins tracés dans C.

On appelle changement de paramétrage admissible entre y et  toute application bijective ¢ € C°([a, b], [d, b])N
C'™([a,b], [d, b]) strictement croissante sur [a, b] telle quey=7Yoo.

Remarque. On impose que @ soit strictement croissante car une bijection est obligatoirement strictement
monotone, ce qui ne laisse que deux familles de changement de paramétrages admissibles, a savoir les stric-
tement croissantes et strictement décroissantes. N’accepter qu'une seule de ces familles permet de donner
un « sens de parcours » aux chemins.

Proposition 8.33. S'il existe un paramétrage admissible ¢ entre deux chemins 'y et y tracés dans C, alors :
Loy*=v%
0 (4, * . —
2. Vf e Co%(y*,C) : fv flw)dw = f? f(w) dw.

Démonstration.
1. EXERCICE;
2. EXERCICE (avec changement de variable).
O

Définition 8.34. Soienty : [a,b] — Cet¥ : [d,b] — C, deux chemins tracés dans C tels que y(b) = ().
On appelle somme de ces chemins le chemin :

y(t) sit<b (8.3.10a)

v:la,b+ (b—ad C:t
vHyilabs (b -a)- H{y(aﬂb) sinon (8.3.10b)

Exemple 8.1.

1. On appelle cercle orienté positivement de centre a € C et de rayon v > 0 le chemin fermé :
v:1[0,1] = C:t+ a4+ re?™t, (8.3.11)

On a alors pour longueur :

1 1
L(y) = J ‘27'cirezmt dt = J 27er| = 2er, (8.3.12)
0

0

2. Soient a,b € C. On note [a, b] et on appelle segment reliant a @ b (attention a 'ordre!) le chemin défini

par:
v:00,1] -C:t— a+t(b—a). (8.3.13)

La longueur vaut alors :
1

L(y) = L |(b—a)|dt=b—a. (8.3.14)

3. Soient a,b,c € C. On appelle triangle a — b — c la somme des chemins [a, b], [b,c], et [c, al. A
nouveau, l’ordre a de I'importance!
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8.3.2 Rappels de connexité dans C
Définition 8.35. Une partie E C C est dite non-connexe s'il existe deux ouverts U et V de C tels que E C UUYV,
ENU#0£AENVetENUNV =0.

Elle est dite connexe dans le cas contraire.
Définition 8.36. E C C est convexe lorsque Va,b € E:[a,b]:[0,1] - C:t+— a+ t(b— a) est tracé dans E.

Proposition 8.37. Soit E C C une partie convexe. Elle est alors connexe.

Démonstration. Par I'absurde, supposons que E ne soit pas connexe. Alors il existe deux ouverts U et V de
CtelqueEUUUV,ENU#0AENV, maistnuUNV = 0.

Soientue ENU,ve ENYV, [u,v]:[0,1] = C:t+— u+ t(v—u). Puisque E est convexe, y* C E.

Y H(UUV) =y YE) =[0,1]. De plus, y(U) est un ouvert de [0, 1] qui contient 0, et y (V) est un ouvert
de [0, 1] qui contient 1.

Sitey 'l (Wny (V) alorsy(t) € U,y(t) € Vety(t) e EEOrENnUNV = 0.
Doncy "W Ny (V) = 0.y (LU V) =y (W Uy (V) =0,1].
Donc [0, 1] n’est pas connexe. Il y a donc contradiction et E est connexe. O

Corollaire 8.38. les disques (ouverts ou fermés) de C sont donc connexes.

Proposition 8.39. Lorsque E = Q C C est ouvert, Q) est non-connexe si et seulement si :
i) Q=UuuVv;
(i) ONU#£0;
(i) QNV #0);
(iv) QnunVv=40.
Proposition 8.40. Soient E C C, x € E, I # 0, (fi)ie1, une famille de sous-ensembles connexes de E tels que :
Viel:F;>x (8.3.15)

Alors F = ;1 Fi est un connexe de E contenant x.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que F n’est pas connexe. Il existe alors deux ouverts U et V de C
tels que :

— FCUUV,;

— FNU#DAFNV;

— Fnunv=0.
Puisque Vi € 1: x € F, on sait que x € F. De plus, U et V recouvrent F. Donc x € U ou x € V. Par symétrie
des hypotheses en U et V, supposons sans perte de généralité que x € U. Puisque FN'V # 0, on sait qu'il
existe xog € FN V. Il existe alors un certain iy € I tel que F;, > x. On sait donc que Fi, NV # 0 car xg € F;, NV
et que Fyy NU # @ car x € Fy, N UL

OrFi, NUNV CFNUNV = (. On en déduit que F;, est non-connexe, ce qui est une contradiction. O

Proposition 8.41. Soient E C Cet x € E. L'ensemble des connexes de E contenant x est non-vide. De plus, la
réunion de ses parties connexes est connexe et contient x. Cette réunion est le plus grand connexe de E contenant
X.
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Démonstration. {x} est un connexe de E contenant x. Donc :

X(x) :=={C C E t.q. C est connexe et x € C} # 0. (8.3.16)

Notons C(x) := Ucex(x) C- C(x) est un connexe de E contenant x par la proposition précédente. De plus, si
C est un connexe de E qui contient x, alors C € X(x), et C C C(x) par définition. C(x) est donc bien le plus
grand connexe de E contenant x au sens de I'inclusion. O

Définition 8.42. Ce plus grand connexe de E contenant x noté C(x) est appelé composante connexe de x dans
E
Exemple 8.2. L'ensemble E = C \ U, o1 U est le cercle unitaire U = {e'® t.q. 0 € [0,27]} contient deux
composantes connexes :

— C(0) ={z € Ctq. |zl < 1} =D, le disque unitaire;

— C(2i) ={zeCtq.lzZl >1}=C\D.
‘ Proposition 8.43. Soit QO C C un ouvert. Alors les composantes connexes de Q) sont des ouverts. ‘

Démonstration. Soient x € E et C(x) sa composante connexe. Prenons y € C(x). Il existe 5 > 0 tel que
D(y, 8[C Q par ouverture de Q. Or D(y, §[ est convexe, donc connexe par la proposition 8.37]

Donc D(y, 8[C C(y). Or C(x) = C(y). Ainsi, D(y, 8[C C(x) et donc C(x) est ouvert. O

0
Proposition 8.44. Soit ¢ : E £ Cavec E C C connexe. Alors @ (E) C C est connexe.

Démonstration. Admis. O

Définition 8.45. On appelle région (ou domaine) de C tout ouvert connexe de C.
Définition 8.46. Soit O C C. On définit 'ensemble H(Q) par I'ensemble des fonctions holomorphes de O
dans C:

H(Q) := {f: Q — C t.q. f est holomorphe} . (8.3.17)

8.3.3 Indice d'un point par rapport a un chemin fermé

Définition 8.47. Soity : [a,b] — C, un chemin fermé. Posons QO = C \ y*. Q est ouvert (car y* est compact
donc fermé). Pour z € Q, on définit I'indice de z par rapport 4y par :

1 dw
Indy (Z) = E‘[ J w—z (8318)
Y

Lemme 8.48. Soitz € C. 57 € Z <= exp(z) =1.

Démonstration. Soit z = a +ib € C. Supposons e* = 1. On a donc 1 = e®e'®. On a alors a = 0 et b = 2knt

pour k € Z. Dés lors :
z ib b 2km

ﬂ:ﬁzﬂ—ﬁ—kez. (8.3.19)

Supposons alors 5% = k € Z. On a bien %R(z) = 0, et donc:
e? = (2] = gl2km — p2kim _ 1 (8.3.20)
O
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Théoréme 8.49. Sous les notations de la définition ci-dessus, on a :
1. la fonction Ind., est définie sur Q) ;

Ind, € H(Q);

Ind., est a valeurs dans 7 ;

Ind., est constante sur les composantes connexes de ) ;

ARSI

Ind,, vaut 0 sur la composante connexe non-bornée de Q

Démonstration.

1. La fonctiony* - C: w — ﬁ est C¥ sur y* car son dénominateur ne s’annule jamais (et est continu
sur v*) lorsque z € Q). Ainsi :

Ind, (z)

b /
! J Y(s) (8.3.21)

~ 2in a Y(s)—z
est bien défini sur Q.

2. s+ y'(s) est de classe C¥™ sur [a, b] (quitte a la définir en 0 en un certain nombre de points) car y
est un chemin tracé dans Q. La fonction s — y(s) — z est de classe C>™ sur [a, b] et ne s’annule pas.
Donc par le Théoreme onalnd, € H(Q).

3. Soit w € C. On veut montrer que pour toutz € Q,ona:

d
exp <J @ ) - (8.3.22)
yw—z
pour appliquer le Lemme [8.48|
Posons ¢ : [a,b] = C*: t — exp (f‘tl Y’E;gi)z ds) aze Qfixé.
Observons que ¢ € C%([a, b],C) N C*™([a, b], C) et sauf sur un nombre fini de points, on a :

@'(t) Y’ ()

= . 8.3.23
o) YOz (8329
Observons que :
li _ _ /
4 (e )_giom-n- gy 8320
dt \y(t) —z (v(t) —2)
sauf en un nombre fini de points. Par (8.3.23) et (8.3.24), on trouve :
d (o) \_
at (y(t) — )= 0, (8.3.25)
sauf en un nombre fini de points. Dés lors t — y‘("t[)tjz est constante sur [a, b].
On sait ¢(a) = e’ =1, et donc pour t € [a,b] :
@(t) ¢(a) 1
— = , 8.3.26
V-2 Yo -z vi@—z (8326)
d’ou
vtelabl: o) = YW =2 (8.3.27)
v(a) -z
ainsi :

@(b) = = =1, (8.3.28)

d’ott Ind, (z) € Z.
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4. Soit C(x) C Q une composante connexe de x € Q. Ind, : QO — Z est continue. Donc Ind,, (C(x)) est
un connexe de Z par la Proposition (8.44), et donc un singleton. Ind,, est constante sur C(x).

5. v* est compact. En particulier, y* est borné dans C. Donc il existe R > 0 tel que y* € D(0,R[, d’otx:
C\D(0,R[c Q. (8.3.29)

Donc Q a exactement une composante connexe non-bornée. Pour z dans cette composante connexe,

ona:
b
J dw <ifa|V’(S)dS|’_ L(vy)
yw—z| 21 d(z,y*) 271d(z,¥*) Izl

|Ind, (z)| = ‘ % ’ 0. (8.3.30)

On en déduit Ind, (z) = 0 pour z assez grand, et donc Ind,, (z) = 0 sur la composante connexe.

O
Exemple 8.3. v :[0,2n] — C: 0+ a+re'?, pour a € Cetr > 0. Donc:
17 ire® 2in
Ind = — —_— d0 = — =1. 8.3.31
ndy(a) 2im JO (a+71et®) —a 2im ( )

De plus, Indy (a + i31) = 0 par le théoréme.

8.3.4 Le théoréme de Cauchy local

0
Lemme 8.50. Soit Q C C, un ouvert. Soient f : Q S C admettant une primitive holomorphe dans Q,
v : la, b] — C, un chemin fermé tracé dans Q. Alors :

J flw)dw =0. (8.3.32)
v

Démonstration. Soit F € H(Q) tel que F' = f sur Q. Alors :

b

b d
J flw)dw = J F'(v(s))y'(s)ds = J T (Foy)(s)ds=[F oy}z =0 (8.3.33)
R% a a

par fermeture de . O

Corollaire 8.51. Pourn € Z:

. n—+1
—sin< —2,alorsz — %

est une primitive holomorphe de z — z™ dans C*. Donc pour out chemin

n+1
tracé dans C*, on a fy wrdw =0;
. n+1 o ey .
— sin > 0, alors z = 27 est une primitive holomorphe de z — z™ dans C. Donc pour tout chemin y

fermé tracé dans C, on a fy wrdw = 0.

Remarque. Que dire pour n = —1de | 49 pour v, un chemin fermé tracé dans C* ? On voit que :
d
J Y~ 2inInd, (0). (8.3.34)
y

Donc la valeur dépend du chemin y choisi. On en déduit que z — z ™!

dans C*.

n’a pas de primitive holomorphe
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Théoréme 8.52 (Cauchy dans un triangle). Soit QO C C, un ouvert. Soient p € Q et f: Q <, Ctel que
f e H(Q\ {p},C).

Soit (a,b,c) € Q3 tel que A := Conv(a,b,c) C Q. Onnote ya =a — b — c. Alors :

J f(w)dw =0. (8.3.35)
Ya

Démonstration. Considérons les trois cas séparément :
[Cas 1] p € Conv(a,b,c) =A;
[Cas2] p €{a,b,c};
[Cas 3] p € Conv(a,b) \{a,b,c}.
Pour le cas 1, notons a’, le milieu de [b, c], b’, le milieu de [a, c], et ¢/, le milieu de [a, b]. On pose :

J::La%bad. (8.3.36)

Remarquons que:

]:J' f(w)dw)—i—J f(w)dw—kJ f(wjdw+J flw)dw. (8.3.37)
[a—sc’—b’] [c’=b—a’] [a’—c—b’] [a’—=b’—c’]

Dans la somme ci-dessus, un des termes est de module > %l. Pour ce triangle-1a, on reproduit le découpage.

On produit ainsi une suite (ya,, Jnen de triangles tels que :

]l

vneN: >0 (8.3.38)

J flw)dw
Yan

De plus, L(ya, ) <27 "L(va)-

Posons z; € ﬂneN Ay . Puisque zp € Q \ {p}, f est holomorphe en z;. Fixons ¢ > 0. Il existe r > 0 tel que :

Vz € Q:lz—zol <71 =|f(z) — f(z0) — (z— 20)f'(20)| < ez — zo. (8.3.39)

Choisissons N € N assez grand pour que pour z € Ay, :

Yn > N:A, CB(zy,rletlz—z) <2 "L(ya,). (8.3.40)
Onaalors pourn > N:
J flw)dw = J [flw) —f(z) — (w — z0)f"(z0) ] dw (8.3.41)
YAan YAan
car:
J (f(zo) — (w — z9)f'(z0)) dw =0 (8.3.42)
Yan

avec ce qui précede (existence d’une primitive holomorphe).

Ainsi,

Iy, flw)do| < Liya,) - [[f = fzo) = (- — 20)f'(z0)]], < 2 "Liva)e2 "Liva).
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Finalement :

I < 4 < Llya)e. (8.3.43)

J f(w)dw
Yan

Ainsi, pour tout ¢ > 0, on a|J| < . Doncl]| = 0.

Pour le second cas, posons p = c dans perte de généralité. On a alors :

J f(w)dw:J f(w)derJ' f(w)derJ f(w)dw =0, (8.3.44)
[a—b—c] [a—sy—b] [a—y—b] [x—c—yl

=0 =0 —0

X, y—p=c
par continuité de f en ¢ = p.

Pour le cas 3, on divise le triangle [a — b — c] en trois triangles [a —p — bl,[b = p = cl,et[c = p — al.
Par le cas 2, on trouve f“ f(w)dw = 0. O

8.3.4.1 Rappel: théoreme de Green-Riemann

Théoreme 8.53. Soient f,g € C' (Q C R, K € {R,C}). Soit U un ouvert simple et régulier et son bord OU
orienté positivement. Alors :

J (f(x,y)dx + g(x,y)dy) = ” (%(x,y) + g—;(x,y)) dxdy. (8.3.45)
au u

Preuve alternative de Cauchy dans un triangle pour f € H(Q). Pour A le triangle, on a, formellement :

J f(z)dz = (u(x,y) +iv(x,y)) (dx +idy) (8.3.46)
oA oA
= (u(x,y) dx — v(x,y) dy) —HJ (u(x,y) dy + v(x,y) dx) (8.3.47)
Joa oA
= UJA {—g—;(x,y) - g—;(x,y)} dxdy +1”A {% — g—;’} dxdy =0, (8.3.48)
par Cauchy-Riemann. O

Théoréme 8.54 (Théoréme de Cauchy dans un convexe). Soient () C C un convexe ouvert et p € Q. Soit
f € CO%Q,C) NH(Q\ {p}). Alors il existe F € H(Q) telle que F' = f dans Q.

Démonstration. Soient a,zg,z € Q. Par convexité de ), le triangle (plein) a — zp — z est dans (). Posons :

F(z) == J[ ] f(w) dw. (8.3.49)

On trouve donc :
F(z) — F(zp) :J f(w)dw—J f(w)dw :J f(w)dw. (8.3.50)
[a,z] [a,zo] [z0,2]

En effet, on sait, par Cauchy dans un triangle :

J f(w)dw+J f(w)dw+J f(w)dw =0. (8.3.51)
[a,zo] [zo,2]

(z,a]
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On en déduit :
f(w)dw :—J f(w)dw :J f(w)dw—i—J f(w)dw. (8.3.52)
[z,a] [a,zo] [z0,2]

[a,z]

Ainsi, lorsque z # zg, on a :

Fz) —Flzo) _ 1 J f(w) dow, (8.3.53)
Z— 2 Z—2Z0 Jizy,2]
et Flz) — Flzo) 1
zZ)—F(zg _ _
2_720 ~flzo) = zZ—2zp J[ZO,Z] (f(w) f(ZO)) ae. (5359

Or f est continue en zy. Donc soit € > 0. Il existe 5 > 0 tel que D(z, 8[C Q, et:
Vw € D(zg, 8L |f(w) — f(z)| < e. (8.3.55)
Ainsi, pour z # zp t.q. [z —z| < §,on a:

F(z) — F(zo)
z—29

1
— f(zo)‘ < < glz —zgl = €. (8.3.56)

<
1z — zo|

1
J[zo,z] (f(w) a f(ZO)) da ‘Z, - Z0|

On a donc F C-dérivable en z et F'(zg) = f(zp), et ce, pour tout zp € Q. Par continuité de f, on a alors
F e H(Q) avec F' = fsur Q. O

Corollaire 8.55. Pour tout vy fermé tracé dans QO, un ouvert connexe, on a :

vf e H(Q): J' f(w)dw =0. (8.3.57)
Y

Démonstration. Pour vy : [a,b] — C, un chemin fermé tracé dans Q, on trouve :

b
J f(w)dw :J F/(v(s))y'(s)ds = [Foyl> =0. (8.3.58)
Y

a

O

8.3.5 Formule de Cauchy dans un ouvert convexe

Théoréme 8.56. Soient O C C un ouvert convexe, f € H(Q), y fermé tracé dans Q. Alors :

vz e Q\y" : f(z) Indy (z) = ﬁ J L(f)z dw. (8.3.59)
Y

Remarque. Ce théoréme affirme donc que connaitre une fonction holomorphe sur un chemin fermé dans
son domaine permet de la connaitre partout a l'intérieur de ce chemin.

11 est donc tres restrictif d’étre holomorphe : on ne peut pas changer une fonction en certains points, ou sur
un sous-ensemble de l'intérieur d’un chemin fermé sans devoir la changer sur les bords de ce chemin.
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Démonstration. Soitz € Q \ y*. Considérons la fonction :

flw) —f(z .
0:: Q0= Crwm ((1))7—2() siw #2z (8.3.60a)
f'(z) sinon (8.3.60b)

g, est holomorphe sur Q \ {p} car f € H(Q), et donc g, est continue sur Q \ {z}. Or f est C-dérivable (car
holomorphe), et donc g — z est continue en z. g, est donc continue sur Q.

Par Cauchy dans un ouvert connexe, on a :

[ gtwrdw=o. (83.61)
)

Ainsi, pour z ¢ y*,ona:

1 f(w) —f(z) B
o L U e = (8.3.62)
1 flw) 1 f(z)
Zian—zdeian—zdw (8.3.63)
1 f(w) B
Pim L p— dw = f(z) Ind, (z). (8.3.64)

O

Définition 8.57. Pour z € C et R > 0, on définit C* (2, R], le cercle centré en z; et de rayon R orienté
positivement.

Symétriquement, C~(zy, R] est le cercle centré en zy de rayon R orienté négativement.

Théoréme 8.58 (Théoreme de représentabilité en série de puissances). Soit QO C C un ouvert. Soit f €
H(Q). Alors f est développable en série de puissances, i.e. :

V29 € Q1 VR > 0 £4. D(z0,RIC Q: I(cn)nen € CV £4. R(D_ cnz™) 2R, (8.3.65)
et:
Vz € D(zg,R[: f(z) = Z cnlz—2z9)™. (8.3.66)
neN

Démonstration. Soient zo € Q et R > 0 tels que D(zg, R[C Q. Soit r € (0, R). Posons y = € (zo, 1].

Appliquons la formule de Cauchy a f sur D(zy, R[ (qui est un convexe ouvert) par le chemin fermé y. Pour
|lz—zo| <T,0na:

1 flw)
I = . 3.67
f(z) Indy (z) i L oz dw (8.3.67)
Or Ind, (z) = 1. Donc f(z) = 5= [, @) dw. Or la fonction qui envoie z sur Jy @) dw est développable
en série de puissances par le théoréme

Ainsi, il existe (cn)nen € CN t.q. R(Y_cnz™) =1, et:

Vz € D(zg,7[: f(z) = Z cnlz—2z9)™. (8.3.68)
n=0



On en déduit que f € C®(D(zg, r[) et:

Yn>0:cp, = . (8.3.69)

Onaalors Vr € (0,R) : R(>_cnz™) = 1, etdonc R(D_cnz™) > R. Et on en conclut finalement :

(M) (zg)
n!

Vz € D(zo,Rl: f(z) = ) (z—zo)™. (8.3.70)

n>0
O
Corollaire 8.59. Sif € H(Q), alors f' € H(Q).

Démonstration. On sait que f est développable en série de puissances sur Q) par le théoreme de représen-
tabilité. Donc f est dérivable, et de dérivée continue (par les théoremes de séries de puissances). Dés lors,
' e H(Q). O

Corollaire 8.60. H(Q) = C*(Q).

Théoréme 8.61 (Théoreme de Morera). Soient Q C C ouvert et f € C°(Q,C). On suppose que pour tout
triangle A C Q,ona:

J f(w)dw = 0. (8.3.71)
oA

Alors f € H(Q).

Démonstration. Soient zy € Q, U C Q, un ouvert convexe tel que zy € U. On pose pour z € U :

F(z) = J[ ] f(w)dw. (8.3.72)

Pourz € U\{zy},ona:

Flz) —Flzo) o)1

z— 2z Cz—29

J (flw) —f(zp)) dw. (8.3.73)
[z0,2]

Comme précédemment, la continuité en z, de f assure que F est C-dérivable en zy, avec f(zg) = F’(zo).

Par continuité de f, on a F € H(Q). Ainsi, par développement en série de puissances, ona f = F' € H(Q)
par le corollaire précédent. O

8.4 Conséquences du théoréeme de représentabilité en série de puis-
sances

8.4.1 Ordre d’un zéro — Principe des zéros isolés

Définition 8.62. Soit A C C. On appelle point limite de A tout z € C tel que Ja: N — A : n — a, injective

telle que ay —— z.
n—-+oo
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Proposition 8.63. z € C est un point limite de A C C lorsque :
Ve > 0:D(zelN (A\{z}) #0, (8.4.1)
ou encore :
Ve > 0:|D(z el (A\ (&)| ¢ N. (84.2)
Démonstration. EXERCICE. O
Exemple 8.4.

— Les points limites de [0, 1] U {i} sont [0, 1] ;
— les points limites de (—i,0) sont [—i, 0].
Théoréme 8.64 (Principe des zéros isolés). Soient QO C C, une région, et f € H(Q). On pose :

Z(f) = {z € Qtq f(z) =0} = f ' ({0}). (8.4.3)
On a deux possibilités :
— s0it Z(f) =Q (ie. f=0);
— soit Z(f) n’a pas de point limite dans Q (i.e. il n’y a pas de suite injective de Z(f) qui converge dans Q).
Dans le second cas, on a :

Vzo € Z(f) : 3(m, g) € N* x H(Q) t.q. g(zo) #0et Vz € Q: f(z) = (z—29) " g(z). (8.4.4)

m est appelé l'ordre de z( en tant que zéro de la fonction f.

Démonstration. Posons A = {a € Q t.q. a est un point limite de Z(f)}. On observe que Z(f) est fermé car
f~1({0}), i.e., la préimage d'un fermé par une fonction continue. De plus, ,A C Z(f) par continuité de f.
Montrons d’abord que A est fermé dans (), et montrons ensuite qu’il est ouvert.

A estfermé Considérons (an)neny € ANeta € A tel que an —+> a. Montrons alors que a € A. Puisque
n—-+oo
a, — a,ilexisten; € N tel que!anl — a| < 1. an,, etdonc D (anl, % {contient une infinité de points de Z(f).

Choisissons z; € D (anl, % { NZ(f).Ona:

1 3
21 —al <|z1 —an, | +lan, —af ST+ 5 =3 (8.4.5)
Par un méme raisonnement, il existe n, > n; tel que| an, — a’ < % Puisque a,,, € A, onsait que D (am, i [ﬂ

Z(f) est infini. Choisissons z; € D (anz, % [ N Z(f)\ {z1}. On a alors :

1 1.3
22 — al <|z2 — An, | +]an, —a| < 5—1—131 (8.4.6)
On construit ainsi une suite injective (zn )nen € Z(f)N telle que :
. 3
YneN :z—al < —. (8.4.7)

271.

Ainsi, a est un point limite de Z(f), i.e. a € A. On en déduit que A est fermé.
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Analyse des points de Z(f) : Soient a € Z(f) et T > . tels que D(a,7[Q. 1l existe (cn)nen € CN tels que
R(>_cnz™) > ret:

Vz € D(aq,z[: f(z) = Z cn(z—a)™. (8.4.8)

n=0

Onacy =f(a) =0car a € Z(f). On a donc deux possibilités en fonction de N(a) défini par :

N(a) = {n € N* t.q. cn, # 0lorsque f(z) = Z cnl(z— a)“} , (8.4.9)
n>0
a savoir :
— soit N(a) =0 etf=0dans D(a,r[etonaa € A;
— soit N(a) # () et alors N(a) admet un plus petit élément n € N*.
Posons :

(z—a)"™f(z) siz # q, (8.4.10a)

g:0—-C:z— .
Cn siz=a. (8.4.10b)

Onag e H(Q\{a}) etpour z € D(a,r[\{a}:

giz)=(z—a) " ™(z)=(z—a)™™ Z cn(z—a)™™ = Z Cnim(z—a)™ (8.4.11)

n>0 n>0

De plus, cette équation est toujours vraie en z = a : g(a) = cpym = Cm. Ainsi, g est la somme d’une série
de puissance dans D(a, r[. Donc g € H(D(a, r[), et donc g € H(Q). De plus, g(a) = ¢, # 0, d’ot1 I'existence
du couple (m, g).

L'unicité est laissée en exercice.
Puisque g € H(Q,C),ona g € C°(Q,C), et puisque g(a) =cm #0,0na:
38 2 0t.q. D(q,8[Cc Q et g (D(a,8l[) c C*, (8.4.12)
et donc g ne s’annule pas sur D(a, §[. Ainsi :
Vz € D(a,8[\{a}: f(z) #0, (8.4.13)

etdonca € A.

A est ouvert Soit a € A.On a alors a € Z(f). Si N(a) # 0, alors a ¢ A, ce qui est une contradiction, et
donc il faut N(a) = (. Des lors, il existe r > 0 tel que f = 0 sur D(a, r[ avec ce qui précéde. On en déduit
que D(a, r[C A, et donc A est ouvert.

Finalement, on déduit que :

Q=AU(Q\A). (8.4.14)
Puisque Q est un ouvert connexe, on sait que soit A = Q (et donc f = 0), soit (Q \ A) = Q (et donc
A =0). O
Remarque. Pour Q) C C, une région, et f € H(Q), lorsque Z(f) # Q, alors Z(f) est au plus dénombrable.
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Lemme 8.65. Soit O C C, un ouvert non-vide de C. Il existe (Ky,) C Q, une suite croissante de compacts telle
que :

Q=[] Kn. (8.4.15)
neN
Démonstration. Pour n € N, on pose :
K. =D(0,n]N {z € Qtq. dist(z, C\ Q) > 711} (8.4.16)

Les K, sont fermés, bornés, et dans Q, et sont donc des compacts de Q) De plus, pour n assez grand, on a
Kn # 0. O

Preuve de la remarque. Z(f) = J, cn (Kn N Z(f)). Pour tout n € N, K, N Z(f) est fini. En effet, s’il est infini,
alors AN Ky NZ(f) # 0, et donc A # ), et alors f = 0, par le principe des zéros isolés. Donc Z(f) = Q, et on
a une contradiction.

Ainsi, Z(f) est une union dénombrable d’ensembles finis. Z(f) est alors fini ou défini. O

Corollaire 8.66. Soient Q) est un ouvert connexe, et f,g € H(Q). Si f et g coincident sur un ensemble ayant
un point limite dans Q, alors f = g sur Q.

Démonstration. Si A(f — g) # 0, alors f — g = 0 dans Q. O
Exemple 8.5.

1. L’hypothese de connexité est importante : prenons Q;, Q;, deux régions de C et f et g définies sur
Q1 UQ, avaleurs dans C telles que f et g coincident sur Q C Q;, avec un point limite dans Q;. Rien
ne force f et g a coincider sur Q.

2. fet g peuvent avoir des points limites en dehors de Q) sans que les fonctions ne soient égales :
f(z) =sin(z) et g(z)=0. (8.4.17)

Ona Z(f) =2nZ et Z(f) = C. De plus Z(f — g) admet un point limite a I'infini.

3. Pour Q :={z € C t.q. R(z) > 0}, et f(z) =0, g(z) = sin(z!), ona Z(f — g) admet 0 € C comme point
limite, mais qui n’est pas dans 'ouvert connexe Q.

8.4.2 Classification des singularités isolées

Définition 8.67. Pour a € C, et r > 0, on introduit la notation suivante :
D’(a,r[= D(a,r[\{a}, (8.4.18)

appelé le disque pointé centré en a et de rayon .
Définition 8.68. Soient QO C C, un ouvert, et a € Q, et f € H(Q \ {a}). On dit que f a une singularité isolée en
a
Définition 8.69. f € H(Q \ {a}) admet une singularité isolée effacable en a lorsqu’elle se prolonge en une
fonction holomorphe sur Q, en particulier |f(z)| — « € R™.

z—a
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Théoreme 8.70. Supposons f € H(Q \ {a}). Sil exister > 0t.q. D(a,r[C Qet f (D’(a,r[) est bornée, alors

f a une singularité effacable en a.

Démonstration. Considérons la fonction suivante :

h:Q—C:zm (z— a)*f(z).

Par produit de fonctions holomorphes, on sait que h € H(Q \ {a}). Pourz € O\ {a}:

h(z) =04 0(z— a) + f(z)(z — a)?.

(8.4.19)

(8.4.20)

Ainsi, h est C-dérivable en a en posant h(a) = 0, on a h/(a) = 0. Ainsi, h € H(Q), et on déduit par le

théoréme de représentabilité qu’il existe (cn)nen tel que R(Y_cnz™) > ret D(a,r[C Qet:

Vz € D(a,r[: h(z) = Z cn(z—a)™.

n2=0

De plus, h(a) =h'(a) =0 =cy = ¢;. Donc :

h(z) = (z — a)? Z Cnlz—a)™ 2.

n>2

On en déduit :
(z—aPf(2) = (z—a)f’ }_cnpalz—a)™

n>0

Puisque z — a # 0, il vient que pour z € D’(a,r[,ona:

f(z) = ) cnialz—a)™

n=0
En posant f(a) :==cy, onaf € H(Q).
f € H(Q\ {a}). L'un des trois cas suivants a lieu :

1. f a une singularité effacable en a (i.e.|f| est bornée au voisinage de a);

2. dm e N* t.gq.dley, ..., cm € Cavec ey # 0 tels que :

m cr
z— f(z) — ];)7(2_ )

3. f a une singularité essentielle en a, i.e. :
V6 2 0:D'(a,8[c Q= f(D'(a,r[) estdensedans C,

(ie.|f(z)| n'a pas de limite pour z — a).

Remarque. Les trois cas ci-dessus s’excluent mutuellement par la caractérisation en module de f(z).
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a une singularité efficace en a (i.e.|f(z)| —— +o00); on dit alors que f a un pole d'ordre m en a;
z—a

(8.4.21)

(8.4.22)

(8.4.23)

(8.4.24)

O

Théoréme 8.71 (Théoreme de classification des singularités isolées). Soient () C C ouverts, a € Q, et

(8.4.25)

(8.4.26)




Démonstration. Supposons que 'on n’est pas dans le cas 3, et montrons que 1’on est dans le cas 1 ou 2.

Si f (D’(a,[) n’est pas dense dans C, c’est qu'il existe § > 0,1 > 0, w € C tels que:

f(D’(a,7[) N D(w,3[=0, (8.4.27)
ie.Vz € D’(a,r[:‘f(z) - w’ > d. Posons :
1
:D'(a, : P — 4.2
g (a,r[— C Z'_)f(z)—w (8.4.28)
g € H(D'(a,7[) car f(z) — w l'est et ne s’annule pas sur D’(a, r[. De plus, pour z € D’(a, r[:
1 1
= — < = 8). 4.
|g(z)} o 553 (borné) (8.4.29)

On en déduit que la singularité est effacable. On prolonge alors g en a de sorte que g € H(D(a, r[). Distin-
guons deux cas :
— g(a) #0,etpourz € D'(a,r[: f(z) =
— g(a) =0, et donc a est un zéro isolé de g (1e g (D (a,r[) C C).
Dans le cas g(a) = 0, on déduit qu'il existe (m, g1) € N* x H(D'(a, r[) tels que g1(a) #0, et :

g(z) = (z— a)™gi(z) avec g (D(a,r[) Z0. (8.4.30)

De plus, g1 € H(D(a,1[), donc z — g(z) ! est holomorphe sur D(a, r[. Pour z € D’(a,[:
1 1
fz)=w+ —=w+—+————=w+ (z—a)” "h(z), 8.4.31
T B P LTI A (8431)

avec H(D(a,r[) > h = é.

Par le théoréme de représentabilité, il existe (dn )nen € cN t.q- R(>_cnz™) =1, et:

vz e D(a,r =) dnlz—a)" (8.4.32)
n=>0
Ainsi, pour z € D'(a, r[, on trouve :
m—1
flz) =w+(z—a) mZd z—a) :w+Z Z_amn+Zd“+m —a)™. (8.4.33)
n>0 n=0 n>0
m—1 d
=) = w+ ) dnymlz— Q)™ (8.4.34)
(z—a)m—m
n=0 n>0

admet une singularité effacable en a

Note : Ici, dm—1 est appelé le résidu de f en a.

On est alors dans le cas 2 en remarquant que dp = ¢y, = h(a) = g(la) # 0. O

Exemple 8.6.

1. f:C* — C: zexp(z) a une singularité isolée en 0. Or ’f (z) ] est borné au voisinage de 0. Donc f admet
une singularité effacable en 0.

2. f:C* — C:z+ z ' aune singularité isolée en 0. Puisque |f(z)| —— +00, 0 est un pole.
z—>

3. f:C* — C: e exp(z!) admet une singularité isolée en 0. Pour z = i¢, ¢ > 0, on a ‘f(z)} =1, et
pourz =x, > 0,ona |f(z)| =X —0> +o00. Donc ’f(z)] n’a pas de limite en z = 0. Donc f a une
X—r

singularité essentielle en z = 0.
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8.4.3 Théoreme de Liouville
Théoréme 8.72. Soient a € Cet R > 0et f € H(D(q,R

(cn)nen € CN tel que R(Y_ cnz™) > Ret:

Vz € D(a,R[:

— Y calz—a)

n=0

Pour tout v € [0, R), la série de terme général ICn\2 12" est (absolument) convergente, et on a :

27
D el == J ‘f(a+re“)
0

n>0

2
dt.

[). Par le théoreme de représentabilité, il existe

(8.4.35)

(8.4.36)

Démonstration. Fixons r € [0,R). La fonction g: R — R : t — f(a + re't) est 2m-périodique et C* sur R. Par

Dirichlet, sa série de Fourier S,,(g) converge uniformément vers g set R. Ainsi, pour toutp € Z:

t— Sn(g)(t)e Pt

converge uniformément vers :
ts g(t)e Pt

sur R.

Par suite :

1 27T 3 1 27T ) X
dp = — | g(t)e Ptdt= > J fla+re't)e 'Ptdt

2 J 7 Jo
1 P27t . )
=5 Z cn(ret) e Pt dt
7T Jo n>0

1
:E Zcre“ptdt
J N—

n20  CVNsurR

= Z CnT —J el Pltge = Z cn™Onp

n>0 n>0

P
=cptP.

Puisque g € CI™(R, C), I'identité de Parseval-Bessel assure que la série de terme général|dn,

converge (absolument) etona:
2 17 2
> ldnlalf = 5 | lotola,

ie.:
2

27T
D lenf ™ == J ‘f(a+re“) dt.
0

n=0

Définition 8.73. Une fonction complexe est dite entiére lorsqu’elle est holomorphe sur C.

135

(9)]* =lcnl

(8.4.37)

(8.4.38)

(8.4.39)

(8.4.40)

(8.4.41)

(8.4.42)

(8.4.43)

2
TZn

(8.4.44)

(8.4.45)

O



Théoréme 8.74 (Théoreme de Liouville). Soit f € H(C), une fonction entiére. f est bornée si et seulement si
elle est constante.

Démonstration. Supposons que f est bornée, 'autre sens de l'implication est trivial. Prenons a € C. Par le
TDSP, il existe (cn)nen € CN telle que R(Y_, cnz™) = +ooetVz € C: f(z) = ), oy Ccn(z — a)™. Pour tout
R € R", par le théoréme précédent, on trouve :

27T

1 2
Y lenlRon = J ‘f(a + Re‘e)‘ de. (8.4.46)
neN 2n 0
Si|f| est majorée par M > 0 sur C, alors :
5 1 27T
D lenl R < —J M2de = M2, (8.4.47)
27 0

neN

Pour n > 1, on sait que Vr > 0 : |cn|2 21 < M2. ie., en faisant tendre T vers 400, il vient que Icnl2 =0, et

donc ¢, = 0. Ainsi, pour z € C, on trouve f(z) = ¢, et donc f est constante. O

8.4.4 Principe du maximum

Théoréeme 8.75 (Principe du maximum). Soit QO C C, un ouvert convexe. Soient a € C et R > 0 tels que
D(a,R] C Q. Soit f € H(Q). Ona:
(1)
’f(a)| < max ‘f(a—Q—Reie)
0€(0,27]

; (8.4.48)

(ii) linégalité ci-dessus est une égalité si et seulement si f est constante dans Q.

Démonstration. Par 1’absurde, supposons :

i0)| <
elg{l()e/l;(ﬁ]’f(a + Re )‘ S f(a). (8.4.49)
On en déduit donc :
1 27T . 2 2
7J fla-+Re')| o sf(a). (8.4.50)
27 0

Soient (cn)nen € CN les coefficients de la série de puissance de f en a. On a R (Zn cnz“) > R. Par le
Théoréme(8.72] on sait :

27T
3 lenlr?n = % L flat Reie)‘zde <|f(@)f =leol, (8.4.51)

ce qui est impossible car la somme ne contient que des éléments positifs, dont|cy|".

Traitons le cas d’égalité dans (8.4.48). Si f est constante, alors 1’égalité dans (8.4.48) est vérifiée de maniere
triviale.

Sil'inégalité dans (8.4.48) est une égalité, alors en adaptant le raisonnement précédent, on trouve :
2
Ve e [0, 27 :’f(a n Re‘e)‘ <[f(a)[. (8.4.52)
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A nouveau, pour (cn)nen € CN les coefficients du développement de f en série de puissances autour de
a, on trouve que pour n > 0, ¢, = 0, et donc f = ¢g sur D(a, R], et par le principe des zéros isolés, f est
constante sur Q. O

Corollaire 8.76. Soient QO C C, un ouvert connexe et f € H(Q). On a alors deux possibilités :
— soit f est constante sur Q) ;
— soit|f| n’a pas de maximum local dans Q.

Démonstration. Sif n’est pas constante, et si|f| admet un maximum local en a € Q, alors on sait qu’il existe
R>0tq.D(O,RIC Qet:

vz € D(a, R} :|f(2)| <|f(a)]. (8.4.53)
Par suite : .
max ’f(a + Re‘e)‘ < f(a). (8.4.54)
0e[0,27]
Par le principe du maximum, on déduit que maxpep2m|f(a+ Re'®)| = |f(a)|, ce qui implique que f est
constante sur (), ce qui est une contradiction. O

Corollaire 8.77. Soient f € H(Q),a € Q,R > 0 tels que D(a, R[C Q. Si|f| ne s’annule pas sur D(a,R[,
alors :

min ’f(a + Reie)‘ <|f(a)]. (8.4.55)
0€[0,27]

Démonstration. Si f s’annule sur D(a, R], alors elle s’annule sur €(a, R], et donc 0 < |f (a) |

Sinon, f ne s’annule pas sur D(a, R]. Par continuité de f sur Q, il existe v > R tel que D(a,7] C Q et f ne
s’annule pas sur D(a, r]. Posons :

g:D(aq,1] - C—z+— % (8.4.56)

On a alors g € H(D(a,1]), et on peut lui appliquer le principe du maximum :

< Re'?)|, 8.4.57
lg(a)] erer[lggﬂlg(a+ e'?) (8.4.57)

et donc: , , ,
< max — = — —. (8.4.58)

[f(a)] ~ eclo2nl|f(a+ Ret®)|  mingeom|f(a+ Re?)]
On en déduit finalement : .
f(a)| > min ‘f(a n Rele)‘ : (8.4.59)
0€(0,27]

O

8.4.5 Théoréme de D’Alembert-Gauss — Théoreme fondamental de 1’algebre
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Théoreme 8.78. Soit P € C[x] tel que deg(P) > 1. Alors il existe z € C tel que P(z) = 0.

Démonstration. Sans perte de généralité, on écrit :

n—1
Plz) =z"+ ) ", (8.4.60)
k=0
avec (ag,...,an_1) € C™
Observons alors (pour z # 0) que :
n—1 n—1 n |a
Pl2) ==Iz"—|)_ a2 >l2™ = ) larllz* >z [1-) 5 (8.4.61)
k=0 k=0 k=1 |z|
|z|— o0

On en déduit alors qu’il existe R > 0 tel que vz € C\ D(0,R[: |P(z)| > |P(O)| + 1. Supposons alors par
I'absurde que P ne s’annule pas sur C. On définit alors g := P~1 € H(C).Pourz € C,silz| > R,ona:

1 1 1
(z)| = < < =|g(0)]|. (8.4.62)
l9(z] P SPO[+1 ° PO) 5
On en déduit alors :
Re'?)| <[g(0)], 8.4.63
egggﬂ}‘g( e')| <[g(0) (8.4.63)
ce qui contredit le principe du maximum. Des lors, P s’annule dans C. O
Corollaire 8.79. Soit P € C[x] tel que deg(P) > 1. Alors il existe zy,. .., zgeg(p) € C et A € C* tels que :
deg(P)
P=AJ] x=z), (8.4.64)
j=1
et les z; et leur multiplicité sont uniques.
Démonstration. Trivial par récurrence avec le théoréeme précédent. O

8.4.6 Estimations de Cauchy

Proposition 8.80. Soient a € C, R > 0, f € H(D(a, RI[). Supposons que M = sup__, , r(|f(2)] S +oo.
Alors :

Mn!
VneN: ‘f(“)(a)‘ < 2 (8.4.65)
RTI
Démonstration. Par le théoreme on écrit :
2.2 1 it 2
: = t < . 4.
vreOR): Y leal 1™ = - L ‘f(a+Re dt <M (8.4.66)

neN
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En particulier, pour r € [0,R), on al(:n\2 2" < M?, ie.|cn| ™™ < M. Par continuité de f, on a :

¥n e N:len|R™ < M. (8.4.67)

Or, on sait que les coefficients c,, sont définis par :

M (a)
o= =, (8.4.68)
On en déduit alors : Mn!
‘fm(a)‘ < T:" (8.4.69)
O

. d
Théoréme 8.81. Soient Q C C, un ouvert, (fn)neny € H(Q)N et £: Q — C tels que f,, VU surfout cpet de O f

Alors :

1. fe H(Q);
CVU sur tout cpct de QO

n—+oo

2. fh .

n—+oo

Démonstration. Soit A C Q, un triangle ouvert. Puisque :

CVU sur tout cpct de QO

vneN:f, € C°Q,C) et fn f, (8.4.70)
n—+oo
ona f € C°(Q,C) Puisque A est un compact inclus dans Q, on a :
£, SYUSUroA, (8.4.71)
n—+oo
Par suite :
J fn(w)dw —)J flw)dw. (8.4.72)
A n—+oo A
Or, vn € N: f, € H(Q). Ainsi, par Cauchy :
J fo(w)dw =0. (8.4.73)
oA
On en déduit alors :
J f(w)dw =0. (8.4.74)
oA

Puisque A est un triangle quelconque, le Théoreme de Morera assure que f € H(Q)), ce qui montre le point 1.

Pour montrer le point 2, prenons K CC Q. On note § := dist(K, C \ Q). K est un compact de Q, et C \ C est
un fermé. On en déduit que 5 = 0. On en déduit qu’il existe o > 0 tel que :

Ko :={z € Ctq. dist(z,K) < 0} cC Q. (8.4.75)

K est compact, donc par hypothese f, LTK"> f. On en déduit que pourz € Ketn € N:
n——+oo

fn—f 00,D(z,0
|f/.(z) — f'(2)] < ”'% (8.4.76)
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par les estimations de Cauchy. Par suite, pour (1n,z) € N x K, on observe :

fo—f
1 = Flloo e ”°°"<ﬁ. (8.4.77)

|fr.(2) = '(z)| < .

La convergence uniforme dit que si € > 0, alors il existe N € N tel que pour n > N :||f,, —f|| < o¢.

00,Kg

Ainsi, pour n > N et pour z € K,ona |fT’l(z) — f’(z)| <e¢ dou:

vn > N:ify —fll x <e (8.4.78)

On a alors bien convergence uniforme sur les compacts de Q) de f,, vers f. O

Corollaire 8.82. Sous les mémes hypotheéses :

CVU sur tout cpct de QO f(k) .

vk >1:fK (8.4.79)

n—+oo

Démonstration. Par récurrence avec le théoreme précédent. O

8.5 Théoreme de Cauchy global

8.5.1 Chaines et cycles

Définition 8.83. Si vq,...,yn sont n lacets (chemins fermés) tracés dans Q C C, un ouvert, on définit la
forme linéaire :

r:c (| JvuC %C:f}—)Z%(f):ZJ' f(w) dw, (85.1)
i=1 j=1 j=1Y3
qui est continue puisque :
T < { X | llooyyve - (852)

j=1
Remarque. On note :
— I'=v +...+ynparanalogieavecF:ﬂ+...+ﬁ;
— Jrflw)dw =3, fyj flw)dw = T(f).
Définition 8.84. Dans la situation ci-dessus, on appelle I" une chaine tracée dans Q.
Définition 8.85. Lorsque tous les y; sont fermés, on dit que I' est un cycle tracé dans Q.
Remarque. En général, il n’y a pas unicité dans 1’écriture d"un cycle ou d’une chaine. En effet, y[0,271] — C:
t — e'* peut s’écrire comme une somme de fractions de cercles.
Définition 8.86. On appelle le support de la chaine I' = y1 + ...+ yn I'ensemble ' := [ J'; v;.
Définition 8.87. Soit I' un cycle tracé dans Q), un ouvert de C et a € C \ I'*. On appelle l'indice de a par
rapport a I la valeur :

1 dw
Indr(a) = ﬂ JF W — a. (853)
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Proposition 8.88. Selon les notations précédentes :

Indr(a) = ) Indy,(a). (8.5.4)
j=1

Remarque. On observe quesia ¢ ', alors Vj € [1,n] : a € ;.

8.5.2 Deux lemmes
Lemme 8.89. Soient QO C C, un ouvert et f € H(Q). La fonction :

g: Q% 5 C: (w,z) — % siw #z (8.5.5a)
flw)=f(z) siw=z (8.5.5b)

est continue sur Q2.

Démonstration. On pose A = {(z,z) t.q.z € Q} = (1,1)Q. On sait que g est continue sur Q% \ A car f est
continue sur Q2 \ A.

Soit a € Q. On veut montrer que g est continue en (a, a). Puisque f est holomorphe, pour ¢ > 0, on sait
quiil exister > 0 t.q. :

D(a,r[Cc O et vz € D(a,r:|f'(z) — f'(a)| <. (8.5.6)
Soient b,c € D(a,v[. Onpose Z : [0,1] — D(a,r[: t = tc + (1 —t)b. Z € C*([0, 1], C). On pose la fonction
suivante :
F:[0,1] - C:t— (foZ)(t). (8.5.7)
Par composition, on sait que F = f o Z est de classe C! sur [0, 1] telle que :

Vvt e [0,1]: F'(t) =1 (Z(1))Z'(t) = (c — b)f'(Z(1)). (8.5.8)

De plus, on trouve :

F(1) — F(0) = f(c) — f(b) = (c—b)J F(t) dt. (85.9)

Puisque ¢ # b, on sait :

_ fle)=fb) [,
g(c,b) 5 L f(Z(t))dt, (8.5.10)
et donc: )
g(c,b) —g(a,a) = L (f’(Z(t)) — f’(a)) dt. (8.5.11)

Notons que I’égalité tient toujours pour b = c avec Z la fonction constante Z = b = c sur [0, 1]. Par convexité
de D(a, r[, on sait que Z([0,1]) C D(a, [, déslors pourt € [0,1] :

F(Z(t) — () < e. (8.5.12)
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Des lors :

1 1
lg(c,b) —g(a,a)| < J [f/(Z(t)) — f'(a)|dt < J edt =-c. (8.5.13)
0 0

On en déduit que g est continue sur A, et alors g € C°(Q?,C). O
Remarque. L'hypothése d’holomorphisme de f peut étre réduite a f € C!(Q, C), et le lemme reste vrai.

Lemme 8.90. Soient Q C Cunouvertetg:Q C—O> C. Soient K CC Q, (zn)nen € QN,z€ Q tg. zn ——

n—+oo
z. Alors la suite de fonctions g(zn, -) converge vers g(z, -) uniformément sur K.

Démonstration. Posons K := {zn tq.neN} U{zL K est trivialement compact. Par suite K x K est compact
(car est un produit fini de compacts). Par le théoreme de Heine, une fonction continue sur un compact est

uniformément continue, et donc g ‘ ok est uniformément continue.
X
Fixons ¢ > 0. Il existe 1 > 0 tel que pour (x1,y1), (x2,Y2) € K x K,ona:

X1 —xal +ly1 —yal <1 =|g(x1,y1) — glx2, y2)| < e. (8.5.14)

Il existe N € N tel que Vn > N [z, —z| <1, etdonc:

l9(zn,y) —glz,y)| <& (8.5.15)
Par suite :
lg(zn, ) —g(z,-)|| . x = sup|g(zn,y) —g(z,y)| <e. (8.5.16)
yek
O]

8.5.3 Théoréme de Cauchy global
Théoréme 8.91 (Théoreme de Cauchy global). Soient Q C C ouvert, f € H(Q), T, un cycle tracé dans Q
et tels que sia ¢ Q, alors Indr(a) =0.Ona:
1. Yz € Q\T* : f(z) Indr(z) = 5 [- f(gl‘i‘” dw;
2. [pflw)dw =0;

3. si Ty et Ty sont deux cycles tracés dans Q) tels que :

Voo & Q:Indp, () = Indr, (), (8.5.17)

alors :

J f(w)dw:J f(w)dw. (8.5.18)
o I

Démonstration. 1l y a trois étapes pour montrer le premier point, les deux suivants sont des conséquences
simples du point 1.
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Etape 0

Posons :
g:Ox0Q—=C:(w,z) % stwz (8:5.192)
f'(w) = f'(2) siw =z (8.5.19b)
Par le Lemme on sait que g € C°(Q?,C). Pour z € Q, on définit :
h(z) = ﬁ Jr g(z, w)dw. (8.5.20)

Etape 1 Montrons que h € H(Q).
Soient z € Q, et (zn)neny € QY tels que z, — z. Par continuité de g et par le Lemme on a que

n—4o00
g(zn, -) converge vers g(z, -) uniformément sur I'* qui est compact.

Par suite, il vient :
h(zn) = J g(zn,w)dw —— J g(z, w)dw = h(z). (8.5.21)
r

r n—-+oo

On en déduit la continuité de h sur Q. Soit A C Q, un triangle. Calculons :

1
LA h(z)dz = i JM <Jr g(z, w) dw> dz. (8.5.22)

Par Fubini , on sait :
J h(z)dz = J J g(z, w)dzdw. (8.5.23)
A rJaa

En sachant que f € H(Q, C), pour w € Q fixé, on sait que la fonction z — g(z, w) est holomorphe sur Q, en
effet sa singularité en w = z est effacable. Par holomorphie de g, on a alors :

J g(z,w)dz =0. (8.5.24)
A

Donc h € H(Q) par le théoreme de Morera.

Etape 2 Prolongeons h en une fonction entiére.

Posons Q7 = {z e C\T* tq. Indr(z) = 0}. Remarquons que Q; = Iru:lF1 ((—;, %)) Ainsi, par holomor-
phie de z — Indr(z), on sait que Q; est un ouvert de C.

Pour z € Q4, on définit :

hy(z) = J UG (8.5.25)
2 Jr w—2z
Remarquons que pourz € ;N Q,ona:
h(z) = LJ flw) =f(2) 4 = LJ @) 4o — LJ f2) g (8.5.26)
2Qint ) w—2z 2 Jr w—z 2im Jr w—z
=hy(z) — f(z) Indr(z) = hy(z). (8.5.27)
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La fonction ¢ définie par:

h(z) size Q (8.5.28a)

QUO —>C:z—
¢ ! z {hl(z) size O (8.5.28b)

est alors bien définie. Remarquons que ¢ est holomorphe sur Q) car ¢ 0= hetsur Q par le Théoreme|8.25
On en déduit que @ € H(Q U Qy).

Par hypothese et par définition de Q;, on sait que C\ Q C Q,. Des lors, ¢ € H(C).

Etape 3 Montrons que @ = 0 sur C.

Par le théoreme de Liouville, il suffit de montrer que ¢(z) H—> 0.
zZ|—+o0

En notant € la composante non bornée de C \ ', on sait que Indr(€C) = {0}. On en déduit que € C Q;. Pour
z € G, on détermine :

B 1 f(w)
0l2) =hz) = 5i- | 290 dw, (85.29)
d’ot I'on déduit :
lo(2)] < L Ml (8.5.30)
27 dist(z, ) |zlo400
————
|z|— +oo Foo
Deéslors, h =0, et donc:
J flw) —f(z) dw=0 (8.5.31)
r w —Zz
J flw)dw :J FE o ) Indr(2), (8.5.32)
r w—z r w—z

ce qui conclut la démonstration du point 1.

Pour le point 2, montrons que [ f(w)dw = 0. Pour z € Q, posons F(z) := (z — a)f(z). Par le point 1, on a
alors :

1 1 —a)f 1 F(w)d
— Jf(w) dw = 7J (w=alflw) 4, 7J Fw)ld® b indr(z) = 0. (8.5.33)
2im AN w—a Qi ) w—z
Pour montrer le point 3, il suffit d’appliquer le point 2 au chemin I' =T — I7. O

Remarque. On généralise ainsi le théoreme de Cauchy dans un ouvert convexe. Si y = I' est un lacet tracé
dans l'ouvert convexe Q, alors Vo € C\ Q : f: z — (z — a) ! est holomorphe sur Q, donc :

1
8.5.4 Homotopie

Définition 8.92. Soient Q C C, ouvert, v, V2 deux chemins fermés tracés dans Q. y; ety, sont dits homotopes
dans Q lorsqu'il existe une fonction h € C°([0,1]%, Q) telle que :

h(0,s) =vi(s) (8.5.35a)
Y(s,t) € [0,1]%: { h(1,s) =va(s) (8.5.35b)
h(t,0) = h(t,1). (8.5.35¢)
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Remarque. Intuitivement, cela veut dire que 1’on peut déformer continument y; en y; en restant dans Q.
Remarque. Deux lacets homotopes peuvent étre d’orientation différente.
Définition 8.93. Soit v, un chemin tracé dans QO C C un ouvert. On dit que y est homotope a un point s’il
est homotope a un chemin fermé constant dans Q.
Définition 8.94. Soit O C C, un ouvert. On dit que Q est simplement connexe lorsque :

— () est connexe;

— tout chemin fermé tracé dans Q) est homotope a un point dans Q.
Exemple 8.7.

— Cet(sont simplement connexes ;

— C\ R n’est pas simplement connexe car pas connexe ;

— C\ R~ est simplement connexe ;

— D(0, 1[ est simplement connexe ;

— C\ {0} n’est pas simplement connexe.

Proposition 8.95. Soit O C C un ouvert convexe. Alors Q est simplement connexe.

Démonstration. Si Q = (), Q est simplement connexe. Sinon, il existe a € Q tel que si y est un chemin fermé
tracé dans Q, alors :
h:[0,1> = Q: (t,s) — (1 —t)y(s) + ta (8.5.36)

est une homotopie entre y et le chemin fermé constant y’ = a. h est continue et est une homotopie. O

Lemme 8.96. Soient QO C C, un ouvert, y1,7v, deux chemins fermés tracés dans Q, et « € C tels que :

Vs € 10,11 :[ya(s) —vals)] S |oc—vals)] . (8.537)

Alors :

1 agvyiny;;
2. Indy,(«) =Indy,(x).

Démonstration. S'ilexistes € [0,1] tel que o« = v»(s), alorshfl (s) — cx‘ < 0, ce qui est une contradiction. Idem,
s’il existe s € [0, 1] tel que & = y1(s), alors h/z(s) — oc‘ s |y2(s) — «f, ce qui est également une contradiction.
On en déduit alors « € y; Nv;.

Posons : (s)
v:[0,1] = C:s s %7:2 (8.5.38)
v est bien définie sur [0, 1], est continue sur [0, 1], et de classe C! sur [0, 1].
Par suite, pour s € [0,1] \ N pour N est un ensemble fini, on observe :
yie) = HE) - 0= 0nls) ais) 859
e Vi) i) Wl 540,
Y(s)  vils) —a vals) —«x
Pour s € [0,1], on trouve :
1—y(s) = ve(s)—a vifs)—a _ yals) —vils) (8.5.41)

Ya(s) —a  vi(s) —« Ya(s) —
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Par (8.5.37), on a |1 —v(s) | < 1. Ainsi, vy est un chemin fermé tracé dans D(1, 1[.

Puisque 0 est dans la composante connexe non-bornée de y, ona:

1,7
Indy(O)zoz_iJ diw:-i‘[Y(s)ds:J dw _J’ dw . (8.542)
2im |, w 2im Jo y(s) yww—a ), w—
On en déduit donc :
Indy, (&) = Ind,, (o). (8.5.43)
O
Théoréme 8.97. Soit O C C un ouvert, soient Ty, I deux chemins fermés tracés dans Q) et homotopes dans Q,
xeC\Q.Ona:
Indr, () = Indr, (o). (8.5.44)
Démonstration. 1l existe, par hypothése une homotopie h € CcO([o0,11%, Q). Puisque x € C\ QQ, on a que:
g:00,1> 5 R" : (s,t) = |h(s, t) — &) (8.5.45)

est une application continue sur le compact [0, 1]* et ne s’annule pas sur ce compact. Alors il existe ¢ > 0 tel
que:
[h(s,t) — «| > 2e. (8.5.46)

Par continuité de h sur [0, 1]2 compact, par le théoreme de Heine, elle est uniformément continue sur [0, 1]2.
Ainsi, il existe n € N* tel que :

- o1 _
V(s t,5,1) € (0,14 :]s — 3] +‘t—t’ <== ‘h(s,t) - h(s,t)‘ <. (8.5.47)

On va définir n + 1 chemins polygonaux (yk)kgn en posant pour (k,j) € [0,m] x [1,m]etns € [j —1,j] :

Yi(s)=h <J, k) ms+1—j)+h <j_1, k) (j —ns). (8.5.48)
n’'n

nn

Pourk € [0,n],s € [0,1],j € [1,n] telsquens € [j —1,j], ona:

vi(s) —h (s, k) <|n (J, k) —h (s, k) (ms+1—j) +|h (3_1 k) —h (s, k) (j—ns) (85.49)
n nn n n n n
<emns+1—j)+e(j—ns)=c¢. (8.5.50)
En particulier, pour k =0etk =n,ona:
Vi€ [1,2] :|yils) — Ti(s)| < e. (8.5.51)

En outre, pour k € [0,n], s € [0,1], etj € [1,n] tels quens € [j —1,j] :

| —vi(s)] =|a—h (s,i) — <oc—h (s,i)) (8.5.52)
)

>2e—¢e=c¢. (8.5.54)

>

Yk(s)—h <s, :) ‘ (8.5.53)
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Par définition de n, de pluson a:

Vs € 10,1],k € [L,n] : [yk—1(s) — v(s)| < e. (8.5.55)

Finalement, pour s € [0,1], on a:

|F0(s) — o<| >2e>¢e> |F0(s) —yo(s)| . (8.5.56)

Des lors, par le lemme précédent :
Indy, () = Indr, (). (8.5.57)

En appliquant ce lemme sur tous les vy, on obtient au final :
Indp, («) = Indy,(x) =Indy, () = ... =Ind,, (&) = Indr, (x). (8.5.58)

O

Corollaire 8.98. Soient O C C ouvert, I, 1, deux chemins fermés tracés dans Q, homotopes dans Q). Soit
feH(Q).Ona:

J f(w)dw:J' f(w) dw. (8.5.59)
m I

Démonstration. Posons I' .= I’ — 1. T est un cycle tracé dans Q. Justifions que pour « € C\ Q, Indr (o) = 0.
En effet, I' et I; sont homotopes dans Q. Par le Théoreme[8.97]:

Va € C\ Q:Indr, («) = Indp, («), (8.5.60)

et donc Indr () = 0.

En appliquant le théoreme de Cauchy global a f € H(Q), on obtient finalement :

J f(w)dw =0, (8.5.61)
r
ie.:
J f(w) dav =J f(w) da. (8.5.62)
r r
O

8.6 Théoreme des résidus

8.6.1 Enoncé

Définition 8.99. Soit QO C C. Une fonction f : ) — C est dite méromorphe s’il existe A C Q) tel que:
— An’a pas de point limite dans Q ;
— feH(Q\A);
— Va € A :lasingularité isolée de f en a est un pole.
Remarque.
— Avec A # ), ona Vf € H(Q) : f est méromorphe.
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— Soitz € O\ A. Supposons par I'absurde que Q \ A soir fermé, i.e. VR > 0: 3y € D(z, R[NA. Alors on
construit (an)nen t.q. :
meN:a, €A et an —— Z. (8.6.1)

n—+oo
Ainsi, A a un point limite dans Q, ce qui est une contradiction. Donc O \ A est ouvert.
— En tout point a € A, il existe ng € N*¥, (cy,...,cn, ) € CMe tq. :

MNa

2 f(z) - Y . (8.6.2)

a une singularité effacable en a. Rappel : Res(f, a) := c;.
Remarque. SiT est un chemin fermé tracé dans Q \ A, alors :

MNa

1 1 C
i Jr Qa(f)(w)dw = 5 L kZ:l T dw (8.6.3)
= L . _ % _ Ck 0=
- ZiﬂkZ:l &= aF dw  carw w_aF © co(r) (8.6.4)
c dw 1 .
" 2in o_alx : >2 (86.
2im Jr w_a e~ (w—a)k admet une prim. € H(Q)) pourk > 2 (8.6.5)
= Res(f, a) Indr(a). (8.6.6)

Théoréme 8.100. Soient QO C C, un ouvert, f : Q — C méromorphe sur Q, et A, 'ensemble des poles de f
dans Q. Soit T un cycle tracé dans QO \ A tel que Vz € C\ Q : Indr(z) = 0. Alors :

1. B:={a € Atg. Indr(a) # 0} est fini;
2.

ZmJ' w)dw = anB Indr(a) Res(f, a). (8.6.7)

Remarque. Le terme de droit de I’équation (8.6.7) est, par convention, usuellement noté :

Z Indr(a)Res(f, a). (8.6.8)

acA

Démonstration. Pour montrer que|B| est fini, procédons par 1’absurde. Supposons qu'il existe (an)nen € BN
injective.

Sila suite (an) est bornée, alors il existe z € C et @ : N — N strictement croissante telle que a, () —+> Z.
n—+oo

Siz € O, alors z est un point limite de A dans (), ce qui est une contradiction car f est méromorphe. Si
z € C\ Q, on sait que dist(I'™,C\ Q) > 0 car I'" C Q, et donc il existe N € N tel que Yn > N : ay(n)
appartient a une composante connexe de C \ I'* qui intersecte C \ Q.

Des lors, pour n suffisamment grand, par hypotheése, Indr(a,m)) = 0, et donc a, ) € B, ce qui est une
contradiction.

Sila suite (an ) n’est pas bornée, alors il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que ’ Qop(n) —+> ~+00.
n—-+oo

Par le méme argument, il existe N € N tel que Yn > N : a4 ) se trouve dans la composante connexe non
bornée de C \ I'*, et donc Indr(a¢(n)) = 0, ce qui est une contradiction.
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On en déduit que que|B| S +o0. Notons alors B ={ay, ..., am} pour m :=[B|. Puisque B C A, ona:

my

Vie[lm]:3Qi =Y —*t (8.6.9)
k=1 ( - ai)

tels que pour i € [1,m] : z — f(z) — Qi(z) admet une singularité effagable en a;.

Par suite, on définit g == f — Y - ; Qx qui est holomorphe sur Q \ (A \ B). Puisque I' est un chemin fermé
dans O \ A, il 'est également dans Q \ (A \ B). Alors on peut appliquer le théoréeme de Cauchy global sur

g:

J g(w)dw =0. (8.6.10)
r
Par conséquent, par continuité de f et des Q; sur ', on a:
m
J flw)dw = ZJ Qi(w)dw, (8.6.11)
r ko Jr
et donc:
1 - 1 .
im L flw)dw = ]Zl i Jr Qj(w)dw = )Zl Res(f, aj) Indr(aj). (8.6.12)

O

8.6.2 Deux applications du théoreme des résidus

Théoreme 8.101. Soient Q C C, un ouvert, f € H(Q) et y un chemin fermé tracé dans Q tels que :
— VvVzeC\Q:Indy(z) =0;
— Vze O\v*:Ind,(z) €{0,1}.

On note Q1 :=={z € Q1 t.q. Ind(z) =1}. Alors:

1. Si f ne s’annule pas sur y*, alors :

1 f'(w) B
N =5 L flo) 4o =Indy (0], (8.6.13)

oit N¢ est le nombre de zéros de f dans Q1 comptés avec leur multiplicité.
2. Sig € H(Q) avec Vz € v* :|f(z) — g(z)| S |f(z)

,alors N¢ = Ng.

Démonstration. f n’est pas bornée donc ¢ = f'/f est méromorphe sur Q. Si a € Q est un zéro de f, alors il
existe mq € N*ethy € H(Q) telsque hq(a) #OetVz € Q : f(z) = (z—a)™ehq(z). Ainsi, dans un voisinage
pointé de a,ona:

f'(z)  malz—a)™ The(z) +(z—a)™hy(z)  ma | h{(z)

o= = (= @)™ eha(z) EEDARC)

+

(8.6.14)

Puisque z — h/ (z)/hq(z) n'a pas de singularité en a, on déduit que Res(f, a) = mq.
v est tracé dans Q \ {poles de ¢} Puisque pour z € C\ Q, on a Ind, (z) = 0, il vient par le théoreme des
résidus appliqué a ¢ que:
1
2im

J o(w)dw = Z Res(¢p, a)Ind,(a) = Z Res(@,a) = Z mq = Ny.
Y

ac{poles de ¢} ac{poles}pnQ ae{poles de ¢ }NOy
(8.6.15)
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Par I'inégalité d’hypothese, on sait que g ne s’annule pas sur y*. On en déduit :

1 [ dw 1 [Y(gev)sy'(s) _ 1 [ g'(w)
indoor 0= 52 | i), et 3, )

(8.6.16)

goy W 2im

Par le point précédent, on a Indg.,(0) = Ng4. Puisque f ne s’annule pas non plus sur y* par l'inégalité
d’hypothese, par le méme raisonnement, on trouve Ind¢. (0) = N¢. Posons :

To="fovy, (8.6.17a)
=govy. (8.6.17b)

Pour s € [0,1],on a ‘Fo(s) — Fl(s)‘ s |F0(s) — 0|. Par le Lemme (8.96), on a Indr, (0) = Indr, (0). Dés lors, on
a:

N¢ =Indoy (0) = Indr, (0) = Indr, (0) = Indgoy (0) = Ng. (8.6.18)
O
Théoréme 8.102. Soit t € R. Alors :
N T silt < 1 (8.6.19a)
J %e*ixt dx ——{ T s =1 (8.6.19b)
—A X A—+00 2
0 sinon (8.6.19¢)
Démonstration. On introduit la fonction :
sinz) -, 20 8.6.20
sinc:C—-C:z+— z siz # (8.6.20a)
1 sinon (8.6.20b)

Prenons A > 1. La fonction g : C — C : z + sinc(z)e™ #! est entiere. On définit le chemin 'y := [-A, —1] +
Yo + [1, A], ol yp est défini par: .
Yo:00,1] - C:s+ —e'™. (8.6.21)

Puisque g € H(C) et Ta est homotope a [-A, A], on sait que :

IA(t) = J sinc(w)e " tdw = J sinc(w)e "t dw. (8.6.22)
[AA] Ta

PourzeTl;,ona:
—iz(t—1) —iz(t+1)
izt —izt € €

i i A = - . 62
sinc(z)e 7z e 7z 7z (8.6.23)

eiz _ efiz

Puisque 0 ¢ T}, on sait que z > sinc(z)e~"** € C(T's ). On pose alors :

Fa:[0,1] = C:s s lJ ¢  dw. (8.6.24)
2i Jr, w

Ainsi, on a Io(t) = Fa(t — 1) — Fa(t + 1). Pour s fixé dans [0,1], on veut calculer lima_, ;o Fa(s) (sous
réserve d’existence).
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La fonction h : z — ? est méromorphe sur C. Son seul pole est 0, et Res(h,0) =1 car z — % a une
singularité effacable ne 0.

On définit alors I"/'{ et Iy, deux chemins définis par :

ri:00,1 = C:0~ Ae'™ (8.6.25a)
My :00,1] = C:0w— —Ae'™ (8.6.25b)

Ta + T\ et Ta 4 T’y sont deux chemins fermés dans C \ {0}. Par le théoreme des résidus, on a donc :

1
—J h(w)dw = Res(h,0)Indp, 1+ (0)=1-1=1, (8.6.26)
217-[ FA+F;( A
et: 1
—J h(w)dw = Res(h,0)Indp - (0)=1-0=0. (8.6.27)
2im Ta-+Tx A

O
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